Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala —clasaa IX -a
9 februarie 2025

Barem de evaluare si notare

Problema 1. Fie a, b, c € (0, +). Si se arate ca:

a) (a+b)(i+%)+(b+c)(%+%)+(a+c)(§+%)212;
b) 4+ +322 atbte
a-b-c

Solutie si barem:

a) Daci x,y >0, atunci x+y >2.,/xy

a+b22\/%§i(%+%)2 2 f% % Obtlnem(a+b)( b)24 ....................

b+c=2Vbesi(3+3) 22 /%-%.Obginem B+)(G+2) 2 4o

a+c22ﬁ§i(i+g)2 2 /% % Obtlnem(a+c)( 2)24 ......................

Prin sumare se obtine inegalitatea.

b) x2+y? > 2xy,Vx,y €R

X2 4y2 422 > xy + Y2+ XZ, VXY, Z € Ruviii e

%+b—14+ci4+3:($+1)+(;—4+ 1) +(Ci4+1)22-12+2-—+2-c—2 ........

2(%+b_12+ci2)22( +E+i) ...........................................................................

2(3;4_i_+”1) — z.figif

ab bc ac abc
a+b+c
—+ + +3>2 ...................................................................................
abf

2 2_
Problema 2. Sa se determine n € Z, stiind ca {% {%}} =0.

Prin notatia {a} intelegem partea fractionard a numarului a.

Solutie si barem:

Deoarece n € Z, vom analiza cinci cazuri:
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1) Dacan = 5k, k € Z, ecuatia se verifica:

n?+4n (n? —4n C0e 25k? + 20k (25k? — 20k _o
5 5 N 5 5 N

& {(5k? + 4k) - {5k? — 4k}} = Oureovvrevcrc, 0,5p

& {(5k? + 4k) - 0} = 0 (adevirat pentru orice k € Z).......0,5p
2) Dacan =5k + 1, k € Z, obtinem:

{”2;4” : {”2;4"}} 0o {(Skz 6l +1) - {5k — 2k - g}} e oo 0,5p
=[Gk +ek+1)- 2 =0 {2 =0 0,5p

o5/(k+1)ek=5t+4teZ<n=25t+21,t€Z...05p

3) Dacan = 5k + 2, k € Z, obtinem:

{”2;4” : {”2;4”}} 0o {(5k2 +8k+2) {5k2 - g}} e O 0,5p
= {(5k2 + 8k + 15—2) g} YT 0,5p
o (252 = 0 o 222 € 7 (imposibil)........oooe 0,5p

4) Dacan = 5k + 3, k € Z, obtinem:
{”2%“” : {”2;4”}} 0o {(5k2 +10k +2) - {5k + 2k %}} e O 0,5p
= {(5k? + 10k +2) -2 = 0 = {Z} = 0 (fals)...coooc 0,5p

5) Dacan = 5k + 4, k € Z, obtinem:
{”2;4” : {”2;“”}} — 0o {(Skz + 12k + %) - {5k? + 4k}} | 0,5p

S {(Sk2 + 12k + 3—52) . O} = 0 (adevarat pentru orice k € Z).....0,5p

Decin € {5k|k € Z} U {25k + 21|k € Z} U {5k + 4|k € Z}..ccvevvevveeeeeeeeeeeeeeeeee, 1p

Problema 3. Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc in exterior triunghiurile echilaterale ABQ, BCR si ACS cu
centrele C;, A,, respectiv B;. Notam cu G, G’ si G"' centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, A;B,C;, respectiv

QRS. Sa se arate ca 266G = G'G".

Solutie si barem:

Fie P un punct oarecare din plan.

G — centrul de greutate al triunghiului ABC = 3PG = PA + PB + PC

G' — centrul de greutate al triunghiului 4,;B,C, = 3PG = PA; + PB{+ PC; e ..2p
G" — centrul de greutate al triunghiului QRS = 3PG” = PQ + PR + PS

ABCR — echilateral si A; centrul sdu = PA; = g(P—B) +PC + ﬁ)
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AACS — echilateral si B; centrul sdu = ﬁB_l) = g(ﬁ +PC + ﬁf) .................................. 2p

AABQ — echilateral si C; centrul sau = ﬁa = g(ﬁ +PB + T)ﬁ)

Obtinem:

3PG' = Z(PA+PB + PC) + - (PQ + PR+ PS8 1p
3P_G7=§-3FE+§-3PG"=>3FE7=255+PG" .................................................................. 1p
2PG" —2PG = PG — PG’ 2 2GG = G'G" oo 1p

Problema 4. Fie triunghiul ABC, I centrul cercului sau inscris si D, E, F punctele de contact ale acestuia cu laturile
BC, CA, AB. Notam cu D', E' si F' intersectiile semidreptelor (DI, (EI, (FI cu cercul inscris Tn triunghiul ABC si cu
H,, H,, H; ortocentrele triunghiurilor D'EF, E'FD, respectiv F'DE. Aratati ca:

a) DF+ED+FE =0 daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral;
b) triunghiurile H{H,H; si DEF au acelasi centru de greutate.
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Solutie si barem:

a) Punctele D si D', E si E’, respectiv F si F’ sunt puncte diametral opuse in cercul de centru [ = D=
ID,ET =TESiF T =TF oo, 1p
DF+ED+FE=0DI+IF+EI+ID+FI+1E=0
& (DT+1D) + (E'1+1E) + (F1+1F) =0

—_— —

& 2(ID+TE+TF) =0 ID+IE+TF =0...cocoevrnn.. Ip
S3 =T+ +TF

Deci I reprezinta atat centrul cercului circumscris ADEF, cat si centrul de greutate al ADEF. Prin urmare, ADEF
este echilateral. ...... ... i 1p

ADEF echilateral &< AABC echilateral: ..............cooiiiiii e, 1p

Dacd ADEF echilateral = FIE = FID = EID = 120°
Patrulaterele AFIE, BFID, DIEC inscriptibile

=~

>A=B=C=60°

= AABC echilateral

Dacid AABC echilateral = A =B = C = 60°

= FIE = FID = EID = 120°
Patrulaterele AFIE, BFID, DIEC inscriptibile

= ADEF echilateral
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b) D', E', F', D, E, F sunt situate pe acelasi cerc de centru | si aplicind relatia lui Sylvester obtinem:
H, ortocentru AD'EF = m; = ID'+1E +1IF
H,ortocentru AE'FD = I—HZ) = IE+IF+1D
H; ortocentru AF'DE = 1_1-13) = TF A ID 4 TE o oe oo, 1p

1H1+1H2+IH3=(W+m)+(m+ﬁ)+(m+ﬁ)+ﬁ+ﬁ+ﬁ=

—

FTE +TF=ID +1E + IF oo 1p

S|

=0+0+0+
T‘H1+TH2+TH3—3T‘1=TD +T‘E+T'F—3T'1=>§'(TH1+TH2+TH3)=§'(TD+T‘E+T‘F)

= AH{H,H; are acelasi centru de greutate cu ADEF......................... 1p



