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Olimpiada Națională de Matematică 

Etapa locală- clasa a X-a 

9 februarie 2025 

Barem evaluare și de notare  

 

Subiectul I 

Demonstrați că: 

𝑎√𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏+√𝑙𝑜𝑔𝑎𝑐 + 𝑏√𝑙𝑜𝑔𝑏𝑐+√𝑙𝑜𝑔𝑏𝑎 + 𝑐√𝑙𝑜𝑔𝑐𝑎+√𝑙𝑜𝑔𝑐𝑏 ≤ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2, 

pentru oricare 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ (1,∞). 

Soluție: 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ (1,∞) ⇒ 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏, 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑐 ∈ (0,∞)                 (1p) 

√𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏 ≤
1+𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏

2
= 𝑙𝑜𝑔𝑎√𝑎𝑏

√𝑙𝑜𝑔𝑎𝑐 ≤
1+𝑙𝑜𝑔𝑎𝑐

2
= 𝑙𝑜𝑔𝑎√𝑎𝑐

}
𝑎>1
⇒  𝑎√𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏+√𝑙𝑜𝑔𝑎𝑐 ≤ 𝑎𝑙𝑜𝑔𝑎√𝑎𝑏+𝑙𝑜𝑔𝑎√𝑎𝑐 = √𝑎𝑏 ∙ √𝑎𝑐    (3p) 

⇒ 𝑎√𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏+√𝑙𝑜𝑔𝑎𝑐 + 𝑏√𝑙𝑜𝑔𝑏𝑐+√𝑙𝑜𝑔𝑏𝑎 + 𝑐√𝑙𝑜𝑔𝑐𝑎+√𝑙𝑜𝑔𝑐𝑏 ≤ 

≤ √𝑎𝑏 ∙ √𝑎𝑐 + √𝑏𝑐 ∙ √𝑏𝑎 + √𝑐𝑎 ∙ √𝑐𝑏 ≤                 (2p) 

≤ (√𝑎𝑏)
2
+ (√𝑏𝑐)

2
+ (√𝑐𝑎)

2
= 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ≤ 𝑎2+𝑏2+𝑐2.  (1p) 

 

Subiectul al II-lea 

 Demonstrați că |𝑧1
2| + |𝑧2

2| + 1 ≥ 2 ∙ 𝑅𝑒(𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧1𝑧2), oricare ar fi 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ. 

Soluție: 

|𝑧1
2| + |𝑧2

2| + 1 ≥ 2 ∙ 𝑅𝑒(𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧1𝑧2) ⇔ |𝑧1
2| + |𝑧2

2| + 1 ≥ 𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧1𝑧2 + 𝑧1̅ + 𝑧2̅ − 𝑧1𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅

⇔  (1p) 

⇔𝑧1𝑧1̅ + 𝑧1𝑧2 + 𝑧2𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧2̅ + 1 ≥ 𝑧1̅ + 𝑧2 + 𝑧2̅+𝑧1⇔               (1p) 

⇔𝑧1(𝑧2 + 𝑧1̅) + 𝑧2̅(𝑧2 + 𝑧1̅) − (𝑧2 + 𝑧1̅) − (𝑧1 + 𝑧2̅ − 1) ≥ 0⇔            (2p) 

⇔ (𝑧2 + 𝑧1̅)(𝑧1 + 𝑧2̅ − 1) − (𝑧1 + 𝑧2̅ − 1) ≥ 0⇔ 

⇔ (𝑧1 + 𝑧2̅ − 1)(𝑧1 + 𝑧2̅ − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≥ 0⇔         (2p) 

⇔ |𝑧1 + 𝑧2̅ − 1|
2 ≥ 0           (1p) 
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Subiectul al III-lea 

 Fie 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ ℂ, oricare două diferite, astfel încât |𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = |𝑧2 + 𝑧3 − 𝑧1|. 
Demonstrați că  𝑧2 + 𝑧3 = 0. 

(S.G.M. noiembrie 2024) 

Soluție și barem: 

Fie |𝑧1| = 𝑟. Avem 𝑟 > 0, altfel numerele ar fi egale..................................1p 

Dacă −𝑧1 ≠ 𝑧2 și −𝑧1 ≠ 𝑧3, atunci punctele de afixe 𝑧2, 𝑧3 și −𝑧1determină un triunghi înscris în 

C(O,r)............................................................................................................1p 

Ortocentrul H al triunghiului are afixul de modul r, deci H∈C(O,r).............1p 

Triunghiul este dreptunghic, deci două vârfuri sunt diametral opuse...........1p 

Două afixe au suma 0 și singura posibilitate este 𝑧2 + 𝑧3 = 0.....................1p 

Dacă, de exemplu, avem −𝑧1 = 𝑧2:  

2𝑟 = |2 ∙ 𝑧1 − 𝑧3| + |𝑧3| = |2 ∙ 𝑧1 − 𝑧3 + 𝑧3| și numerele sunt nenule, deci ∃𝑎 > 0 a.î. 

2 ∙ 𝑧1 − 𝑧3=𝑎 ∙ 𝑧3...........................................................................................1p 

Aplicând modul obținem a=1 și apoi 𝑧1 = 𝑧3, contradicție..........................1p 

 

 

Subiectul al IV-lea 
 

  Fie 𝑓:ℝ → ℝ astfel încât (𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑥5,  pentru oricare 𝑥 ∈ ℝ. 

a) Demonstrați că f este funcție bijectivă. 

b) Demonstrați că există 𝑥0 ∈ ℝ astfel încât 𝑓(𝑥0) = 𝑥0. 
 

Soluție și barem: 

a) 5 5( ) ( )f a f b a b a b=  =  =  f injectivă..............................1p 

∀𝒚 ∈ ℝ ∃𝑥 = 𝑓(√𝑦
5 ) cu 𝑓(𝑥) = 𝑦, deci  f surjectivă………………1p 

b) 𝑓(𝑥5) = 𝑓 (𝑓(𝑓(𝑥))) = 𝑓(𝑥)5, ∀𝑥 ∈ ℝ …………………………...1p 

Pentru 𝑎 ∈ {−1,0,1} avem 𝑓(𝑎)5 = 𝑓(𝑎), deci 𝑓(𝑎) ∈ {−1,0,1}............1p 

f injectivă implică {𝑓(−1), 𝑓(0), 𝑓(1)} = {−1,0,1}.................................1p 

 

Dacă 𝑓(−1) = 0, atunci −1 = 𝑓(0) și 𝑓(1) = 1. 

Dacă 𝑓(−1) = 1, atunci −1 = 𝑓(1) și 𝑓(0) = 0. 

În orice caz, există 𝑥0 ∈ ℝ astfel încât 𝑓(𝑥0) = 𝑥0…………………………2p 

 

 

 


