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Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala- clasa a X-a
9 februarie 2025
Barem evaluare si de notare

Subiectul I
Demonstrati ca:

aV10gab+/l0gac 4 b\/logbc+\/logba + C\/logca+\/logcb <a?+b%+ C2,

pentru oricare a, b, ¢ € (1, ).

Solutie:
a,b,c € (1,o) =log,b,log,c € (0, ) (1p)

1+logab
< ——=
J6ogab < > logaVab ga [logab+\1ogac < glogaVab+logaVac — \/qp - /ac (3p)
1+loggc -
J46ogg.c < — = log,Vac

= aJlogab+Jlogac + b\/logbc+\/logba + C\/logca+\/logcb <

< Vab -vac +Vbc - Vba ++ca- Vb < (2p)

< (Vab)’ + (Vbe)” + (Vea)® = ab + bc + ca < a?+b?+c2. (Ip)

Subiectul al Il-lea
Demonstrati ¢i |zZ| + |z2| + 1 = 2 - Re(z, + z, — z,2;), oricare ar fi z;, z, € C.

Soluie:
|z2| + |zZ| + 1 =2 Re(zy + 2, — z12,) © |zE| + 22| + 1= 2, + 2, — 212, + 21 + 25 — 7125
< (Ip)

S 2121+ 212y Y 2pZ) + 212, + 1 2 21 + 2, + 242y © (1p)
©z21(22+2)+ (2 +2) - (+ 7)) - (1 + - D 20e (2p)
SB+n)zi+5-1D)-(#1+2,-1)=20s
S@u+-DEH+5-D20e  (2p)

S|z +2,-1°20 (1p)
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Subiectul al I11-lea

Fie z,, z,, z3 € C, oricare doua diferite, astfel incat |z,| = |z,| = |z3| = |z, + z3 — z4].
Demonstrati ca z, + z3 = 0.
(S.G.M. noiembrie 2024)

Solutie si barem:

Fie |z;| = r. Avem r > 0, altfel numerele ar fi egale...........ccccoevvevvenennnnnn. Ip

Daca —z; # z, s1 —z; # z3, atunci punctele de afixe z,, z3 s1 —z;determind un triunghi Inscris n
LG (0 25 USSR Ip
Ortocentrul H al triunghiului are afixul de modul r, deci HEC(O,r)............. Ip
Triunghiul este dreptunghic, deci doua varfuri sunt diametral opuse........... Ip

Doua afixe au suma 0 si singura posibilitate este z, + z3 = 0......ccccvvennen. Ip

Daca, de exemplu, avem —z; = z,:

2r = |2+ z; — z3| + |z3| = |2 - z; — z3 + z3| si numerele sunt nenule, deci 3a > 0 a.i.
2 " Z1 m Z3 T " Zgeeeeeiieeeeeiee et e ettt e e e e e e et e e e e aataeeennaaeeeenraaaaann Ip

Aplicand modul obtinem a=1 si apoi z; = z3, contradictie............ccecueenneenne Ip
Subiectul al IV-lea

Fie f: R — R astfel incat (f o f)(x) = x>, pentru oricare x € R.
a) Demonstrati ca feste functie bijectiva.
b) Demonstrati ca exista x, € R astfel incat f(x,) = x,.

Solutie si barem:

a) f(@=f()=a’"=b’=a=b=finjectivVi......ccccoorerrrrrrevur.... 1p

Vy e R3Ix = f(i/;) cu f(x) =y, deci fsurjectiva.................. Ip
b) f(x%) = f(f(f())) = FOOS VX ER oot Ip
Pentru a € {—1,0,1} avem f(a)® = f(a), deci f(a) € {—1,0,1}............ Ip
finjectiva implica {f(—1), f(0), fF(1)} ={—=1,0,1}.ceccieivrirerirerenes Ip

Daca f(—1) = 0, atunci —1 = f(0) si f(1) = 1.
Daca f(—1) = 1, atunci —1 = f(1) si f(0) = 0.

In orice caz, existd x5 € R astfel InCAt (X)) = Xgevvnerveneereneeeieeennnnn.. 2p



