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Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala- clasa a XI -a
9 februarie 2025
Barem evaluare si de notare

Subiectul |

Fie AeM,(C).
a) Aritati cadet(A—xl,) =x* —(TrA)-x+det A, vx e C , unde TrA reprezintd suma

elementelor de pe diagonala principald a matricei A.
b) Dacd TrA=2 si det A=3, atunci 2det(A*+1,)—det(A*+3l,)=4.

Solutie si barem :

a) Fie 4 = (¢ Z) a,b,c,d eC.

det (A — zI,) = (a — z) (d — z) — bc = 2*> — (a + d)z + ad — bc

b) Din punctul a) si din ipoteza, obtinem det (A — xly) = 2> — 2z +3
Folosind Hamilton — Cayley avem A% — 24 + 31, = 0y = A*>+ 3, =24 1p

Asadar det (A% + 31, ) = det (24) = 4det A = 12 1p
Cum A’ 4+ 1, =24 -3+, =2(A—-1I,)

Obtinem det (A% + I,) = 2>det (A —I,) =8 1p
In final avem 2 det (A2 + I,) — det (A% 4 31,) = 4 1p

Subiectul al 11-lea

1+ 1+ X2
—X 1 vn>0.

X

n

Fie sirul (x,),., pentru care X, >0 si X , =

a) Aritati ci limx, =+/3.

n—o0
b) Determinati X, >0 pentru care sirul (a,),, definit prin a, =2”(Xn—\/§) este

convergent.

(G.M. nr.10/2024)
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Solutie si barem :

a) Se consideri functia f :(0; %) —(0;00), f(x)=tg x. Functia f este bijectiva, deci

. . T A A
pentru x, >0 exista un unic & € (0; E) astfel incat X, =tg « .

1+J1+x
_ Xo :l+-COSC¥ :Ctgz:tg(£+£_gj 1p
Xo sina 2 3 6 2
%, —tg| Z-Z &
? 3 12 4
T T a) . . . . L .
X; =19 (E + 24~ gj si se demonstreaza prin inductie matematica egalitatea
X, =19 . d -2 entru orice N >0 1
"3 e )t - P

: : ' (1Y
I = limt T2 Bl 2] .4]|= 3 1
limx, nmg{3+( 2) 6+( 2) j V3 P
n-1 n
b) an:2”[tg[%+(—%j %+(—%J -aJ—tg%J,seaplicé
tgx —tgy =[tg(x—y)] (1+tgx-tgy) si se ajunge la
N\ oz 1Y T N\ oz 1Y T
=2"t -= SRAART [l N 1+t =4+ == el -2 g -tg=
o g{( 2J 6{ 2) “](+9[3+( 2J 6+( 2) “J g3}
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Sirul (a,),., este convergent daca si numai daca exista lim [(—1)”_l -%+(—1)n -aj si este finita.
b= E e )= () £
3 3
Pentru 2 irul (,) tine subsirurile (Y,,) o $i (Yani1) limite diferit
entru E—a¢0§1ru Yn ) €ONtINE subsirurile (Yo, ) oo $1 (Yonia )., €U limite diferite,

7 . T .
Yon =(-1) (g—a] $i Yonu =39 deci sirul (y, ),_,nu este convergent. 1p
Pentru %—a:OSG obtine y, =0 si lima, =0.

n—o

Sirul (a,),., este convergent pentru X, =tg % = \/§ . 1p

Subiectul al 111-lea

Sa se calculeze :

im sin(x*-1)
a) xalmz\zl/S—_m_’
IimQ/Iim(gn#)g_l
b) n—o \| x50  X° 4+ 2X
Solutie si barem :
sin(x® -1)
. sin(x*-1) % ﬁ'(x_l)(xzﬂﬂ)
HINB AL (g (4 ax) e -1
-(~4)(x-1)
4—-4x
. /03
Sm(;(i_l).(x2+x+1) 1.3
=lim -1 1 1 =8 0
(14 (8- ax))me 1 opa (74)
(-4) 2024
4-4x
2 0
by limS1+5) —10In(3n+5) P
x>0 x*(X+2) 2
"md“m%ﬂimnm
now \ x50 %3 42X = 2
In(3n+5)

Pentru sirul cu termenul general X, = ;X, >0,vneN se aplica Criteriul

radacinii.
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CY

y In(3n Inn+|n(3+ ] Iln(3+8j
Cum 2 = =103 nn g si lim =L Yot _q, 2p
Xa ( n+5 Inn+|n(3+) In(3+j K
n Inn n
In(3n+5
Se obtineca  lim 1ﬂ/¥ =1. 1p

Subiectul al 1V-lea
Fie A BeM,(C), astfel incat B* = O,, B*

a) Sasearateca AP =2P.1,+p-2°".B?

b) Sa se arate cd, pentru fiecare pe N

Solutie si barem:

a) Deoarece B*-1,=1

=0, si A=B*+2l,.

, pentru orice p e N”.

—{1} , matricea A” — AP este inversabila.

,-B? =B?, se poate aplica binomul lui Newton sau inductia

matematicd pentru a obtine rezultatul de la a). 3p
by A’—AP=2°.1,+p-2°".B*-2P".1,—(p-1)-2°%.B?

AP — AP =21+ 2P (p+1)- B? 1p

(27 1,+272(p+1)-B®)(2°*-1,— 27 (p+1)-B*) =2°"2 -, 1p

(27 1,-2"2(p+1)-B*) (27" 1, + 27 *(p+1)-B*) =272 -1, 1p

Deci matricea AP — A" este inversabili si inversa ei este matricea 1p
C=221p_2(2“-l -2 (p+1)-B%)= 2&_1 3—2—1p(p+1)~82.



