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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Sase calculeze suma: S = x + 2x2% + 3x3+...4+nx",x € R,n € N*

Solutie:
S=(+x?2+x3+.. +x™) + (2 + 23+ +x™) + (3. M)+
B x”—1+ X x"‘1—1+ s x”‘2—1+ L x—1 L1
- X x—1 x x—1 x x—1 7 x x—1'x
el ! T (™ — x4+ x™ — x2 4 ™ — 34 ™ — x™)
1 n+1 2 3 n
=x_1[nx —(x+x*+x°+...+x™)]
— 1 (nxn+1_x,xn_1): 1 (nxn+2_nxn+1_xn+1+x)
x—1 x—1 (x —1)?
X
= W[nx"+1 —(n+Dx"+1x#1

nn+1)

Dacax =1,atunciS=1+2+3+...4n = >
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Detalii de rezolvare .
asociat
S=(+x2+x3+...+x™) + (2 + 23+, +x™) + (34 +x)+. L 2 1p
=1 xv1—1 s x" 2 -1 x—1
=x- +x% x4 4x™ x# 1 2p
x—1 x—1 x—1 x—1
1
S= — [nx™?! — (x + x2 + x3+...+x™)] 2p
X
S=——nx""'—(n+Dx"+1],x = 1
nn+1) 5
S=14+2+4+3+...+n=———,dacix =1 1p

2
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2. Punctele distincte A,B,C,D sunt situate, in aceastd ordine, pe dreapta d astfel incat
AB=2BC=3CD.

Daca O este un punct arbitrar din plan si 04 + OB + 0C + 0D = mOA + n0D , unde

m, n € R, determinati valoarea numarului m + n.

Solutie:

AB BC CD
?=?=7=K=>AB=6k,BC=3k,CD=2k=>AD=11k
AB _ 6 OB 50A+60D ac _ 9 o¢ 254’+9W)’
BD 5 11 1P cp=3 11 11
Deci,O7+0?+07’+07)’=§07’+§07)’=>m+n=%=4.

Pentru cazul particular in care punctul O€ {4, B, C, D} se calculeaza m + n.

Detalii de rezolvare Bare_m
asoclat
AB BC CD
— =—=—=K=AB =6k,BC = 3k,CD = 2k = AD = 11k 5
6 3 2 p
4B _6 OB > 4 04 + ® 55 oD 1
_—=_- [ -
BD 5 11 11 P
Ac 9 o¢ 2 54 04 +— 2 0D
— Y —_-
CD 2 11 11 1p
OA+0B+0C+0D="0A+20D>m+n=2=1 2
11 11 11

O€ {4, B, C, D} 1p
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x3 —3x2 +2x -1

3. Rezolvati in R ecuatia l: } =X —2, unde [X] reprezintd partea intreaga

6
a numarului X.
Solutia I:
x3—=3x*>+2x—-1 x3—=3x>+2x—-1
G =x—2=2x€ZL=>x—-2< 3 <x-—1

>6x—12<x3-3x2+2x-1<6x—-6& —11<x3-3x2—4x < -5
>x3-3x2—-4x€—-11;,-5)NZ e x(x+1)(x —4) € {—~11;-10; -9; —8; —7; —6}
darx(x+1):2,Vx €Z = x(x+ 1)(x —4) € {—10; —8; -6}

dacax >4=>x(x+1)(x—4)=>0

dacax < -2=>x(x+1)(x—4)<-12

prin calcul se determind x = 1 solutie

Solutia a 11-a:
lx3—3x2+2x—1

=x—2>=>x€L
c lx x

lx3—3x2+2x—1l_lx(x—l)(x—Z) 1 _x(x—l)(x—z)_l_[ 1

6 6 6 6 6
. cx(x—1)(x—2)
pentruca x(x — 1)(x — 2) : 6,deci 6 EZ

x(x—1(x—-2)
6
adica(x +2)(x—2)(x—3)=6=(x+2),(x — 2),(x — 3) € Dy > x = 1 solutie

Ecuatia devine —1=x-20x(x—1)x-2)—6=6(x—2)
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Detalii de rezolvare Bargm
asociat
Solutia I: Solutia a 1l-a:
Deduce x € Z Deduce x € Z 1p
Deduce ca x(x-1)(x=2) 1| x(x-1)(x-2) 1
x3—3x2 +2x -1 ——=|= + = 1p
X—-2< 5 <x-1 6 6 6 6
Aratd cd x3 —3x? —4x € - X(x-1)(x-2)
~11;-5) N Z Deduce ca -1=x-2 2p
Arata ca
Aratd ca (X+2)(x—-2)(x—-3)=6 1p

X(X +1)(x —4) € {-10;-8; -6}

Determina x = 1 solutie

Determina x = 1 solutie

2p
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4. Fie ABCD un patrulater convex, {0} = AC n BD.

a) Sa se arate ca centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC, COD si DOA, notate cu Gy,
G2, Gs, respectiv G, determina un paralelogram.

b) Sa se demonstreze ca punctul O este centrul paralelogramului G, G,G3G4daca si numai daca
are loc relatia 0A+0B+0C+0D=0.

Solutie:

2)0G; = 1 (07 + 0B), 0G; = 1 (0B + 0C), 0G; = * (OC + 0D),06G; = (0B + 04)

T3 T3

5&7+003=§(E4’+5§+5?+OD)=002+0G4<:>0G2—061=OG3—OG4

OGZ - OGl = GlGZ

= GG, = G,G; © G;G,G;G, este paralelogram.
0G, — 0C, = GyGa 1G2 4U3 1L2G3Gy p g

Deoarece {

b)Direct: Tn paralelogramul G,G,G3G, presupunem ci {0} = G,Gz N G,G, & 0G, + 0G3=0.
Dar 0G; + 0G3=; (04 + OB + OC + 0D), de unde rezulté ci 04 + OB + 0C + 0D = 0.

Reciproc: Fie {0} = AC N BD care verifica relatia 0A+0B+0C+0D=0.

Deoarece 0G, = (0A + 0B),0G; = ; (0C + 0D) rezulta ¢ 30G,=-30G, deci 0G;=-0G;

& 0 este centrul paralelogramului G;G,G3G,
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Detalii de rezolvare are_m
asociat
a)0G; = §(OA + 0B),0G, = §(013 +0C),0G; = §(oc +0D),0G, = 3(0D +04)
2p
—_— —_— 1 — — —
0G, + 0G; = §(0A +0B+0C +0D) = 0G, + 0G, & 0G, — 0G; = 0G; — 0G,
2p
OGZ_OGl :GlGZ = _
Deoarece { G- 0, = G, = G,G, = G,G3 © G;G,G3G, este paralelogram 1p
b) Direct: Tn paralelogramul G;G,G3G, presupunem ci {0} = G;G; N G,G, © 0G; +
0G5=0
1p
Dar 0G; + 0G3=; (04 + OB + OC + 0D), de unde rezulté ca OA + OB + OC + 0D =0
Reciproc: Fie {0} = AC n BD care verifica relatia OA + OB + OC + 0D = 0.
Deoarece 0G; = %(O_A) + O_B)), 0G; = %(R‘) + 075) rezulta ca 30G,=-30G3, deci 0G;=-
1p

0G; © 0 este centrul paralelogramului G; G, G3Gy4




2\
A MINISTERUL EDUCATIEI

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD I
SI CERCETARII

Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 / 28 0008, Fax 0257/ 21 47 46,
web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA -
08.02.2025

CLASAaX-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

D 5 . g 1 A
1. Se considera numdrul complex 2z, cu proprietatea cd [z| < > Demonstrati ca

|(1+i)-z3+i-z|<§.

Solutie:

Din proprietatea referitoare la modulul produsului si din ipoteza rezulta ca:|(1 + i) - z3 +
izl =zl |(A+0) 22 +i] <5 [(L+0) - 2%+
Folosind inegalitatea intre modulul sumei si suma modulelor se obtine: |(1 4+ i) - z3 + i -

1 D - z2 + lill=2. il - 1zI2 =1 2 1.(2.1 =3
20 <2 [@+0 -2+l =51+l |z +1] =3 (VZ-3+1) <3+ (2-3+1) =2

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
Deduce|(1+i)-z3+i-z|=|z|-|(1+i)~zz+i|<%-|(1+i)-zz+i| 2p
Deduce|(1+i)-z3+i-z|<§-[|1+i|-|z|2+1] 2p
Aratica |(1+1) 23 +1-21 <3-(V2-1+1) 2p
inalizare: N-Z3 40 3
Finalizare: |(1+1i)-z° +1i z|<4 1p




N\J«ﬂ,
i \MI\JISHRUIH)UL/\IHI
$1 CERCETARII

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD

Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 / 28 0008, Fax 0257 / 21 47 46, h
web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro

2. Se considerd Mo, M1, M2 imaginile in planul complex ale radicinilor ecuatiei z3 = 1.

Daca M(cost + isint),t € (0, g), sa se demonstreze ca MM2 = MMg + MM1.

Solutie:

- o 1w o . .. . 2T . . 2T
Dacd 20, 71, Z» sunt radicinile ecuatiei 2z = 1, atunci My(1), M, (COS?+lSlTL?),
41 . . 4m
M, (cos? + isin ?)

4m 41 1 3
MM, = |c05?+isin?—cost—isint| = (—E—cost)+i ———sint

=\/2+cost+\/§sint=

2 2 T . T — | 2 T — |4 2 T t
+ (COS§COSt+SlTl§Slnt)— + COS(§—t)— cos (---)

6 2
—> (TL’ t)
=2cos\z 3

deoarece daca t € (0 ) atunCI———E( 1”2 Z) ( (—g E) si prin urmare cos (Z_é) > 0.
2m 2w . 1 (V3
MM, = cos?+lsm?—cost—lsmt|= (—E—cost>+1 7—Slnt

=\/2+cost—\/§sint=

\/2+2(COSECOSt—SinESint)_\/2+2COS(E+t)— 4c052<n+t>
3 3 B 3 B 6 2
—> (ﬂ_l_t)
cos cts

deoarece daca t € (OE), atunci = + € (Z i’;) C (—g E) si prin urmare cos (6 + g) > 0.

MM, = |cost +isint —1| =\/(COSt—1)2+Sin2t=\/2—2COS = /4sin2§=

2sin %, deoarece daca t € (0, g), atunci % € (0, %) C (0, g) si prin urmare Siné > 0.
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Tt ot Tt
MMZ=MM0+MM1®2cos(g—z)=2$m—+200$(—+§)

2 6
T ot T ot ot
@COS(E—E)—COS(E-FE):SUIE
. mot _t
@Zsmgsm§=smz

: 1.t ot S
Obtinem 2 - 5" sins = sin, care este adevdrata.

M MINISTERUL EDUCATIEI
SI CERCETARII

egalitatea de demonstrat este adevarata

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
Determinarea afixelor punctelor Mg, M1, M2 1p
Deduce MM; = 2 cos (£ —3) 2p
6 2
Deduce MM; = 2 cos (E + 5) 2p
6 2
.t
Deduce MMo = 2 sin > 1p
Demonstreaza ca MM, = MMy + MM, & 2 sin%sin% = sin% , de unde
1p
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3. a) Se considera (a,)ns1 O progresie aritmetica cu termeni pozitivi. Demonstrati ca

aj+az+-+a .
AT > fa; - ay, pentru oricen € N

n

b) Se considera (b,),>1 0 progresie geometrica cu termeni mai mari ca 1. Demonstrati

cilg (%&) > [lg b, - lg by, pentru oricen € N'.

Solutie:
et (a1+ap)n (@r+ay)
. . .o . a a eta - 5 a a
a) (a,)p»1 progresie aritmeticd, prin urmare — Zn L= L—= 12 z

Cum a, >0, pentru orice n € N', aplicim inegalitatea mediilor si obtinem

ai+az+-+ay (a1+ay)

- > [a,a, pentruoricen € N,

n 2 -

b) Cum b, > 0, pentru orice n € N, aplicim inegalitatea mediilor si obtinem

by+by++b . . 3
% > /by - by - ... b,,. Deoarece functia [g:(0, ) — R este strict crescitoare

obtinem g (%&) > 1g(/By By~ by) = [batlgbet g by

n

Dar b, > 1, pentru orice n € N*, deci lgh; >0, Vi = 1,n. Mai mult, deoarece

: D . b
(by)ns1 O progresie geometricd, sa preupunem de ratie ¢, avem Z—“ =q,Vn=1.

Atunci daca consideram sirul (c,,),»1definit prin ¢, = lg(b,), avem ¢, >0, Vn > 1

Si Cpy1 — Cp = lg(bpyq) —lg(by) =g (bZ—:) = lg q = const, deci (cp)ns1 €St O

progresie aritmetica cu termeni pozitivi.

. . 1g by+lg by+--+lg b
Aplicim acum a) si avem <2224 - 9n > [lg b, - lg by,

.. Barem
Detalii de rezolvare are
asociat
(a,)ns1 progresie aritmetica deci a; + a, + -+ a, = (@itan)n 1p

2

o . .. +ag+et +
Folosind inegalitatea mediilor avem =% azn n = (alza") > Ja,a,, Vn>1 2p

. . .. by+by+-+b
Din inegalitatea mediilor avem % >"1/by by .. b,

1p
- - b1+b2+"'+bn) > n K K K — lg b1+lg b2+~~+lg bn
Aratici lg (—n > 1g(\/by by - .. by) z 1p
Arata ca sirul (¢,)p,s1 este o progresie aritmeticd cu termeni pozitivi 1p
. . 1g by +lgby++lgh
Aplicdm acum a) si avem 227 121+ 92 > [lg by - lg by 1p
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4. Sa se verifice daca exista functii injective f: R = R, cu proprietatea ca f(2023%) +

f(2025%) = 2024, Vx € R.

Solutie:

Presupunem prin reducere la absurd ca exista o functie injectiva f: R — R, cu proprietatea ca

£(2023%) + £(2025%) = 2024, Vx € R.

Daca luam x = 1 avem £(2023) + £(2025) = 2024 deci £(2023) = 2024 — £(2025).
Daca luim x = logy073(2025) avem f(2023!092023(2025))  £(2025!092023(2025)) = 2024,

Prin urmare £(2025) + f(2025'092023(2025)) = 2024, deci f(2025092023(2025)) = 2024 —

£(2025).
Prin urmare f(2025'92023(2025)) = £(2023).

Cum f este injectivi avem 2025!092023(2025 = 2023, de unde (l0g,0,3(2025))% =1,

contradictie. Prin urmare nu exista functii injective f: R — R, cu proprietatea ca f(2023%) +

£(2025%) = 2024, Vx € R.

Detalii de rezolvare Bare_m
asoclat
Presupunem prin reducere la absurd ca existd o functie injectiva f: R — R, cu
proprietatea ca £(2023%) + £(2025%) = 2024, Vx € R. 1p
x =1 rezulta £(2023) = 2024 — £(2025). 1p
x = 10g2023(2025) rezulta f(20251°92023(2025)) = 2024 — f£(2025) 2p
£(20251092023(2025)) = £(2023), f injectiva 2025'°92023(2025) = 2023 1p
(log,023(2025))? = 1, contradictie 1p

Concluzia

1p
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA —
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CLASA a Xl -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Fie A € M,(C) o matrice cu Tr(A) = 2 si det(A) = 3. Demonstrati ca
2 det(AZ + 12) - det(A2 + 312) = 4

Solutie:

Utilizand relatia Hamilton-Cayley, avem cd A? — Tr(A) - A + det(A) - I, = 0,, deci
A% — 2A + 31, = 0,, de unde rezultd ci A% + 31, = 2A. Trecand la determinant obtinem ci
det(A? + 31,) = det(24) = 22 - det(4) = 12.

Pe de alti parte, din A2 — 24 + 31, = 0,,avem ci A?> + I, = 2A — 21, = 2(A — I,), deci
det(A? + I,) = det(2(4A — I,)) = 4 - det(4 — I,).

< _(a b a—1 b
Daca A—(C d c d—1

(a—1)(d—-1)—bc=ad—bc—(a+d)+1=det(A)) —Tr(A)+1=3-2+1=2.
Deducem ci det(42 +1,) = 4-det(A—1,) =4-2 = 8.
Concluzionidm ci 2 det(4%2 + I,) —det(4%2 +3,) =2-8—12 = 4.

) e My(©), atunci A—1 = ( ). dar det(4—1I) =
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Detalii de rezolvare Bare;m

asoclat
Deduce din relatia Hamilton-Cayley c¢d A2 — 24 + 31, = 0, 1p
Obtine ci det(4? + 31,) = det(24) = 12 1p
Obtine cd det(4? + I,) = det(2(A — I,)) = 4 - det(4 — I,) 2p
Calculeaza det(A — I,) si obtine det(4 — I,) = 2, de unde det(4% + I,) = 8 2p
Concluzioneazi ci 2 det(4%? + I,) — det(4®> +31,) =2-8—-12 =4 1p
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2. Fie matricele A, B € M,,(C). Sa se arate ca:

a) daca | + AB este inversabila, atunci |+ BA este inversabila.

b) daca 1, +(AB)" este inversabila, atunci 1, +(BA)® este inversabila, pentru orice p €

N, p=2.

Solutie:

a) Daca |, + AB este inversabild, atunci exista C € M, (C) astfel Tncat
C-(1,+AB)=(I,+AB)-C=1_,adica C+CAB=C+ABC =1, de unde obtinem
CAB=ABC=1-C.

Avem:

(1,+BA)-(1,-BCA)=1,-BCA+BA-B(ABC)A=1-BCA+BA-B(I,—C)A=

=1,-BCA+BA-BA+BCA=1,

(1,-BCA)-(I,+BA)=1,+BA-BCA—-B(CAB)A=1,—BCA+BA—B(l,—C)A=

~1 —BCA+BA—BA+BCA=1

Prin urmare, 1, +BA este inversabila si (1, +BA) " =1, ~BCA.

b) Avemci I, +(AB)" = 1, Al BABABA.BA |B =1, + A-M, unde M = (BA)" "B.

(p-1) perechi
Cum I, +A-M este inversabila, din rezultatul de la punctul a) rezultd ca I, +M-A este
inversabila.

Deci I, +( BA)p_1 -B-A=1,+(BA)" este inversabila, pentru orice p € N, p > 2.
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Detalii de rezolvare Barem
asoclat
a) Cuml_ + AB inversabila ,existd C e M;,(C) astfel incat 2p
C-(1,+AB)=(I,+AB)-C=1, sideduce ca CAB=ABC=1 -C
Calculeaza (1,+BA)-(1,—BCA)=1, 1p
Calculeaza (1,—BCA)-(I,+BA)=1, 1p
Deduce ca |, +BA este inversabila si (1, +BA) " =1, —BCA. 1p
b) Scriel, +(AB)" =1,+A| BABABA..BA |B=1,+A-M, cu M =(BA) "B |
n n - — U= n p
(p-1) perechi
Foloseste a) si deduce cd 1, +M-A=1_+(BA)" este inversabila 1p
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3. a) Fie a € N". Si se calculeze Ilm{\/a (2a—1)n+1}, unde {x} reprezinta partea

n—o0

fractionard a lui X.

b) Calculati limsin2 (m/n2 L on+ 2) .

n—o0

Solutie:
a) {x} {\/a +(2a-1) n+1} \/a +(2a-1)n+1- [\/a +(2a— 1)n+1}

a’n’+(2a-1)n+1=a’n’+2an—-n+1=a’n’+2an+1-n=(an +1)2 -n<(an +1)2

Pe de alta parte, a®n? + (2a — 1)n + 1 > a®?n?, Va € N*,vn € N.

Rezultd a’n? < a?n?+ a—1)n+ 1< (an+1)?, Va € N ,vn €N,

de unde an<\/a2n2+(2a—1)n+1 <an+1, Va€N*vneEN,

deci [\/a +(2a— 1)n+1} an si

B 2,2 2,2
Ilm{\/a +(2a- 1)n+1}_llm(\/a +(2a-1)n+1- an)_ Ilman +(2a-1)n+1-a'n

n—e = n—e \/a 2a 1 n+1+an
® n 2a—1+1
(2a—1)n+1 w n 2a—1
=lim =lim = e
n—oo n—o0 a
\/a +(2a-1)n+1+an n(\/a2+(2a—1)1+12+aj
n n

b) limsin? (m/n2 +2n+2) = limsin? (m/n2 +2n+2 —ﬁn) = limsin? |:7Z(\/n2 +2n+2 —n)} =

n—o n—oo n—o

2

n2+—

o nf+2n+2-n° o, 2n+2 o ( nj
=limsin“| = =limsin“| = = limsin?

N JnP+2n+2+n) ™ An?+2n+2+n) ™ ( 2 ]
1+— +—2+1
\ n
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Detalii de rezolvare Barem
asociat
a) Obtine [\/azn2 +(2a—1)n+1}:an 1p
Obtine ca Iim{\/azn2 +(2a-1)n +1} = Iim(\/azn2 +(2a-1)n +1—an) 1p
Amplifici cu conjugata expresiei \/aznz +(2a-1)n+1-an 1p
Finalizeaza limita si obtine ——— 1p
2a
b)Scrie limita ca Iimsinz(zz\/n2+2n+2—7rn) 1p
Amplificd cu conjugata expresiei z+/n*+2n+2 —zn 1p

Obtine limita 0

1p
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4. Fie sirul (X,)ns0 CU Xo = 0 §i X401 = X + a + /b2 + 4ax,, pentru orice n € N, unde

X

a,b > 0. Determinati lim n’;.

n—-oo

Solutie:

Ludnd n = 0 in relatia de recurentd, obtinem x; = xo + a + \/m =a+Vbh?=
=a+b.

Ludnd n =1 1in relatia de recurenta, obtinem x, = x; + a + m =2a+b+
+Vb? + 4a? + 4ab = 2a + b ++/(2a + b)? = 4a + 2b.

Aritim prin  inductie matematicd faptul c¢i x, =n?a+nb,vne€N. Fie

propozitia P(n): x, = n?a +nb,Vn € N,
Etapa de verificare. P(0): x, = 0%a + 0b = 0, ceea ce e adevirat din ipoteza.
Etapa de demonstratie. Presupunem propozitia P(k): x;, = k?a + kb, k € N adevirata si

demonstrim ca propozitia P(k + 1): x;4, = (k + 1)?a + (k + 1)b este adevirata. Folosind

relatia.  de recurentd, avem ci Xg4q = X +a++b%+4dax, =k?a+kb+a+

+,/b% + 4a(k?a + kb) = k?a + kb + a + Vb% + 4a%k? + 4abk = k*a + kb + a +

+JQak +b)2 =k?a+kb+a+2ak+b=ak?+2k+1)+b(k+1)=(k+1)%a+
+(k + 1)b , deci P(k + 1) este adevaratd. Conform principiului inductiei matematice, P(n)

este o propozitie adevarata, vV n € N.

2
. o 1. x . n<a+nb . b
Atunci avem ca lim =2 = lim — = lim (a + —) =aq.
n-ooon n—-oo n n—-oo n

Detalii de rezolvare Bare:m
asociat
Deduce prin calcul directca x; = a+ b 1p
Deduce prin calcul direct ca x, = 4a + 2b 1p
Demonstreaza prin inductie matematica faptul cd x,, = na + nb,vn € N 4p
. < 1 . Za+nb . b
Obtine cd lim 22 = lim =2 = lim (a + —) =a 1
’ n—oo n? n—ooco N2 n—oo n p
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA —
08.02.2025

CLASA a XII -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Fie (G,-) ungrup cu elementul neutruesi X,y € G\{e} astfel incat ord(x)=2, y°* =e
si Xy = y*X. S se arate ca ord(y) =3si Xy = yX.
Solutie:
Deoarece ord(x)=2= x* =e si cumxy = y‘xavem (yx)° = y(xy)x=y(y*x)x=y*x* =y*.
2
Atunci, din y® =e obtinem (yx)3 =y°(yx) = y°x=x. Prinurmare, (yx)6 = {( yx)g} =x’=e.

" =e . Prin urmare (ys)2 .y®=e, deunde y> =e. Cum 3 este prim,

Dar (yx)2 =y® sideci y
iar yeG\{e} avemcd ord(y)=3.

Mai mult, xy = y*Xx = y>yx =eyx = yx.

Detalii de rezolvare Bare:m

asoclat
Arati ci (yX)2 =y° 2p
Arata ca (yX)3 =X 1p
Arata ca (yx)6 =e. 1p
Arata ca y3 =€ 1p
Justifica faptul cd ord(y)=3 1p
Arata ca Xy = yx 1p
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k%+1

2. Fieke(1,4o)siG = (—oxo, —] [ ,+0o0) .
Se considerd operatia x xy = kxy — k*(x+y) + k> +k,Vx,y €G.

a) Sa se demonstreze ca t € G daca si numai daca |t — k| = % ,Vke((,+x).
b) Aratati ca, *” este lege de compozitie pe G.

c) Studiati existenta elementului neutru si a elementelor simetrizabile.

Solutie:

a) te(;(:te(—oo,$]u["“+ ©) o t—k e(—oo—] [ ,+0) &
|t—k|2%,Vke(1,+00)

b) Fiex,y€G= |x—kl2sily—klzy =|x-D@ -kl 2
:>|xy—kx—ky+k2|2k—12:>Ikxy—kz(x+y)+k3|2%:>
ﬁlkxy—kz(x+y)+k3+k—k|2%:|x*y—k|2%=>x*y€6

c) Fieee Gastfelincitexx =x*xe=x,VXxXEG

x+xe=x,VXEG=> kxe—k?(x+e)+k3+k=x,VXEG=>

> (x—k)ke—k?=1)=0,(V)x€G > ke—k?~1=0=>e=k+ €G.
exx=x,Vx€G=> kex—k?(e+x)+k®+k=xVxEG>

> (x—k)ke—k?=1)=0,(V)x€G > ke—k?-1=0=>e=k+ €G.
=>e=k+ % este element neutru.

x € G simetrizabil © (3)x’ € G astfel Incat x' * x = x xx' = e.

1
xxx' =eokxx' —k*(x+x)+k3+k=k+—- = k*xx' —k3(x+x)+k*—1=0

K
(= k) = K k4 1 SRR Rk
xR X YT —k) Y T T Tk =k
1
I k=——— x€ 1
= x' —k kz(x—k)'x G,x +k k>

Darx' € G = |x’—k|2% =

k2(x 3 _—=> |x—k|< Vk>1

Cum |x—k|2% si |x—k|$; =>|x—k|=% =>x=ki%EG, V k > 1 sunt singurele

elemente simetrizabile.
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Detalii de rezolvare Bargm

asociat
a) AratétEG(:)|t—k|2%,VkE(1,+OO) Ip

. 1
b) Flex,yeG=>|(x—k)(y—k)|2k—2 Ip
Aratélx*y—kIZ%:x*yEG 1p
c) Ajungela(x —k)(ke—k*—-1)=0,(V)XxEG 1p
1
e = k + - este element neutru 1p
’ _ 1

X —k——kz(x_k),xEG,x;tk,k>1 1p
x=k i% € G sunt singurele elemente simetrizabile 1p
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3. Determinati functia f:(0,o0) » R, stiind ca admite o primitivda F astfel incéat

X+1

m,VXe(O,w) si F(1)=1-In(1+e)

xf (X)+F(x)=

Solutie:

Dacd F este o primitivd a functiei f pe (0,0), atunci F este derivabild pe (0,0) si

F'(x)=f(x),vxe(0,0). Observim ca (XF(X))'zXf(X)+F(X),VX€(0,oo), deci

(XF (X))=X—+1 si prin urmare xF(x):(0,0) - R este o primitiva a functiei
x(l+ xex) ’
x+1
x(1+xeX)’ (0,00) > R.

Calculam atunci | = j x+1 dx = I (X +l) ¢ dx . Facem schimbarea de variabild xe* =t
x(1+ xex) xex(1+ xex)

;)dt =I%dt—j$dt =In[t|~In[t+1+C, de unde

si obtinem |t=jt o=
+

| =In|xe*|~In|xe* +1+C =In(xe*) - In(xe" +1)+C , deoarece x &(0,0).

X

xe
xe* +1

Prin urmare xF(x):In[ j+C,VXG(O,oo), deci

F(x)=§In(xexf+1j+%,we(o,oo).

Cum F(1)=1-In(1+e) avem ci 1—In(1+e):ln(ilj+c, deci C=0. Deci
e+

F(x)= 1 In (L]J,VX e(0,0). Atunci
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.. Barem
Detalii de rezolvare .
asoclat
Observa ca (xF(x))'zxf (x)+F(x),vx e (0,) 1p
¢ v e e o .. x+1
Arata caxF (x): (0,0) — R este o primitiva a functiei prepEwet (0,0) > R 1p
< X+1
Calculeaza | = j—dx 2p
X (1+ xex)
. 1 xe* C
DetermmaF(x):—In - +—,VXe(0,oo) 1p
X xe” +1 X
AratacaC=0 1p

Determina f

1p
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2
4. Calculati fwexsinx dx ,x > —2.
(x+2)3
Solutie:
. x?+3x+3 % sin do = fexsinx f e*sinx p f e*sinx dy =
B (x +2)3 ¢ rsmxax = x+2 (x +2)2 x (x+2)3 x=
= 11 - 12 + 13
I_feXsinxd _J‘ 1 [1x ' ]rd ~
el x = x+22€ (sinx —cosx)| dx =
e*(sinx —cosx) 1 [ e*(sinx —cosx)
= + —f dx
2(x + 2) 2 (x + 2)?
I = eXSinxd_J‘x. 1 iy =
37 ) (x+2)3 x = | etsinx( 2(x+2)2) x=
B e*sinx N 1 (e*sinx)" e*sinx N 1j‘ex(sinx+ COS X)
T T2 +2272) 22 YT T2k + 22" 2 (x + 2)2
Deci,
I = Il - 12 + 13 =
B e*(sinx — cosx) N 1 j e*(sinx — cos x) e*sinx e*sinx N
2(x + 2) 2 (x + 2)2 Tl a2 YT 2+ 2)2
N 1 J e*(sinx +cosx) ~ e*(sinx —cosx)  e*sinx +C
2 x+2)? KT 2+ 2 2(x + 2)?
Detalii de rezolvare Bare:m
asociat
B f e*sinx p e*sinx dx + e*sinx dx =1 —L +1 5
) x+2 x (x +2)2 x (x +2)3 =TT P
e*(sinx — cosx) 1 [ e*(sinx — cosx)
2(x+2) 2 (x + 2)?
e*sinx 1 [ e*(sinx + cos x)
2(x+2)? 2 (x +2)2
- e*(sinx — cosx) e*sinx +e
o 2(x+2) 2(x + 2)2 1p




