OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 6 februarie 2026
Solutii

ClasaaV-a

1. Se considera numerele naturale a = 22927, p = 32026 gj ¢ = 42025,

(@) Ordonati descrescator numerele a, b si c.

(b) Aratati ca a+2b+ 3¢ nu este patratul niciunui numar natural.

Ramona Dragan

Solutie.

(@) a=20.22021 = g4.2202 1p
b=3%-32021 = 243.3202] 1p
c=4% 42020 = 2564202 1p
Cum64<243<256si2<3<4,rezultac>b>a. ....coovvviiiiiiiiniiiiinnnn . 1p

(b) Ultimacifraalui@aeste 8 .......ooviiiiiiii it 1p
Ultima cifrda alui b este 9, deci ultima cifraalui2beste8 ....................... 1p
Ultima cifra a lui c este 4, deci ultima cifraalui3ceste2 ........................ 1p
Rezulta ca ultima cifra a numarului a + 2b + 3¢ este 8. Atunci numarul a+2b+ 3¢
nu este patrat Perfect. ... ..ot e 2p

2. Catul impartirii numarului 2024 la ab este abb. Aflati restul acestei impartiri.

Gazeta Matematica
Solutie.
2024 = ab-abb+r,unde r €N, r < ab este restul impartirii considerate........... ... 2p
Avemn 2024 = ab- (10- ab + b)+r= 10((119)2 de unde obtinem ab<l4............... 3p

Pentru ab = 14, avem 2024 — ab - abb = 2024 — 14 -144 = 8 < 14. Deducem r = 8 . L..2p
Daci ab < 13, atunci ab- abb < 13-133 = 1729, de unde 2024 — ab - abb = 295 > ab

In acest caz, catul impartirii numarului 2024 la ab este mai mare decat abb.........1p
In concluzie, ab = 14 si restul impartirii considerate este 8................c.couen.... 1p

3. Ana depune cei 480 de lei pe care i-a primit cadou in 3 conturi la banca. Apoi extrage
din primul cont suma depusa in al doilea si o depune in al doilea cont. Dupa aceea,
extrage din al doilea cont suma depusi in al treilea cont si 0 adaugd in al treilea cont. In
final, extrage din al treilea cont suma aflata in primul cont si o adauga in primul cont.
Cati lei erau la inceput in fiecare cont stiind ca dupa modificarile facute conturile Anei
contin aceeasi suma de bani?

Adriana Cataron



Solutie.
Notam cu a, b si ¢ sumele de bani depuse de Ana in conturile 1, 2 si respectiv 3.

Dupa prima modificare conturile contin sumele: a—b,2bsic ....................... 2p
Dupa a doua modificare cele 3 conturi contin sumele a—b,2b—csi2c .............. 2p
Dupa ultima modificare in conturi se afld sumele egale 2(a—b), 2b—c si2c— (a—b)

e e et 2p
Fiecare cont contine in final suma480:3 =160 (lei) .............cccoiiiiiiiiiiin. 1p
Din 2(a - b) = 160 rezulta a — b = 80. Cum 2c¢ — (a— b) = 160, obtinem ¢ = 120 (lei) ...1p
Din relatiile 2b— ¢ = 160 si a — b = 80 rezulta b = 140 (lei) si a = 220 (lei). .......... .. 1p

. Pe o tabla sunt scrise 2026 numere naturale. Alegem la intamplare doua numere din-
tre cele aflate pe tabla, le stergem si addaugam pe tabla suma sau diferenta dintre aceste
doua numere. Repetam procedeul pand cand pe tabla ramane un singur numar.
Demonstrati ca, dacd ultimul numar ramas pe tabla este impar, atunci printre cele
2026 numere aflate initial pe tabla cel putin un numar este par.

Romeo Ilie
Solutia 1.
Presupunem, prin absurd, ca cele 2026 numere inscrise pe tabla sunt impare........1p
Atunci suma acestor numere este UN NUIMAT PAT < ... e.ueeneernenneennenneennennenn o 2p
Dupa fiecare operatie, suma numerelor inscrise pe tabla are aceeasi paritate cu suma
9] (o= 1<) 01 - P 4p
Deducem ca ultimul numar ramas pe tabla este par. Contradictie. Atunci printre cele
2026 numere aflate initial pe tabla, cel putin un numarestepar...................... 2p
Solutia 2.
Presupunem, prin absurd, ca cele 2026 numere inscrise pe tabld sunt impare........1p
Suma sau diferenta dintre douda numere impare sau douda numere pare este un numar
0.V O 1p
Suma sau diferenta dintre un numar par si unul impar este un numar par........ ... 1p
La fiecare operatie asupra sirului de numere ramase pe tabla, paritatea numarului nu-
merelor iMmpare rAMANE ACEEASE « ... vvvtntt ettt et ie e i e eeeeene 3p

Cum am presupus ca initial erau 2026 numere impare, rezultd ca ultimele doua nu-
mere ramase pe tabla sunt sau ambele impare sau ambele pare, deci ultimul numar
obtinut pe tabla va fi par. Contraditie. Atunci printre cele 2026 numere aflate initial pe
tabla, cel putin UN NUMEAT €StE PaAT ... v.vvvte ittt e ie e e ie e e enenn o 3p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 6 februarie 2026
Solutii

ClasaaVIl-a

1. Fie A multimea formata din toate numerele naturale de trei cifre care contin cifra 5
si B multimea formata din toate numerele naturale impare de trei cifre. Determinati
numarul de elemente ale multimilor A, B, AnBsi AUB.

Marinela Canu

Solutie.

Existd 900 de numere de trei cifre. Dintre acestea, 8-9-9 = 648 numere nu contin cifra
5. Rezulta ca multimea A are 900 —648 =252 elemente .............coovenvennennn. o 3p
Multimea Bare 900:2 =450 €elemente..........oouuuiniuiininineennneieneinenenan 2p

AN B contine numerele impare de trei cifre care contin cifra 5.

Exista 8-9 = 72 numere impare abccua#5,b#5,c=5.

Existad 5-8 = 40 numere impare abccua#5, b=5.

Exista 5-10 = 50 numere impare abccua=5

Rezultd cd multimea AnBare72+40+50=162elemente....................c.o....e. 2p
Card(AuU B) = Card(A) + Card(B) - Card(ANnB)=252+450-162=540 ............... 2p

2. Fiea, b, c, d, e, f astfel incat

2024 2024 2024 2024 2024+2024
a+2 b+3 c+4 d+5 e+6 f+7

Calculati suma
a+1 b+2 c+3 d+4 e+5 f+6

+ + +
a+2 b+3 c+4 d+5 e+6 f+7

Gazeta Matematica, Supliment cu Exercitii

Solutie.

Notam cu S suma ceruta.
1 1 1 1 1 1 2023

+ + ot e T e e 2p
a+2 b+3 c+4 d+5 e+6 f+7 2024
a+2-1 b+3-1 c+4-1 d+5-1 e+6-1 f+7-1
S= + + + + e 3p
a+2 b+3 c+4 d+5 e+6 f+7
S=1 ! +1 ! +1 ! +1 ! +1 ! +1 ! 2
=l-— b3 ra T T Fago p
2023 10121
S m B o S 2p
2024 2024



3. Fie unghiurile adiacente suplementare AOB si B/O\C, [OD bisectoarea BOC si [OE
semidreapta opusa semidreptei [OB. Paralela prin E la dreapta AC intersecteaza per-
pendiculara in O pe AC in F si perpendiculara in O pe BE in G. Unghiul OEF are
masura de 50°.

(a) Calculati masura unghiului DOC.
(b) Demonstrati cd AOG = EOF.

(c) Aratati ca bisectoarele unghiurilor BOC si GOF sunt semidrepte opuse.

kK

Solutie.

(@) AC|EF = m(C/O\E) = m((TE\F) =50° (unghiuri alterne - interne)............... 1p
m(AOB) = m(COE) = 50° (unghiuriopuselavarf)....................ooo 1p
Cum AOB, BOC adiacente suplementare, avem m(BOC) = 130°
[OD bisectoarea unghiului BOC = m(DOC) =65° ..........ccovvvviiiinnnn.n 1p

(b) OF LAC = m(FOE) + m(COE) = 90°, OGLBE = m(AOG) + m(AOB) = 90°,
M(AOB) = m(COE) => FOE=AOG ...ttt 3p

() m(AOG) = 90° — m(AOB) = 90° - 50° = 40°
Mm(GOF) =90° —m(AOG) =90° —40° =50° .. ...ttt e ie e e, 1p
[OM bisectoarea unghiului GOF = m(GOM) = m(FOM) =25° ............... 1p
m(DOC) + m(COF) + m(FOM) = 65° +90° +25° = 180°.

Rezulta ca [OD si [OM sunt semidrepte OpUSE. . ......oeuvrnernineinennennennn . 1p

4. Punctele A;, Ay, Az, Ag, A5 sunt 51tuate, in aceasta ordine, pe un cerc de centru O, astfel
incat masurile arcelor A1A2, A2A3, ‘A3 A, sunt direct proporponale cu 15, 6, respectiv 9
si masurile arcelor A3A4, A4A5,A5A1 invers proportionale cu ; 0,25, respectiv 0,1(6).

Punctul M este mijlocul arcului A4 As, iar punctul N este dlametral opus punctului As.

—_—

(@) Determinati masurile arcelor Ay Ay, Ax A3, A3Ay, AgAs si A5A1.
(b) Demonstrati cd OM este mediatoarea segmentului A3 N.
(c) Aratati ca [ON este bisectoarea A, OAs.

Mihaela Sintea
Solutie.
. . A1Ay AyA)3 Az3Ay A1Ay  AyA)3  AzAy
(@) Conform ipotezei, = = , sau = = ceee.nldp
15 6 9 5 2 3
A3 Ay A4A5 As Ay
Apoi e 1p
3,\ 4 6
AlA AA A3A ALA A5 A 360°
Rezulta ——= = 2208 804 _ 24%b 0 =18 .. 1p
5 2 3 4 6 20
Obl;inem A1A2 = 900, AgAg = 360, A3A4 = 540, A4A5 = 720, A5A1 =108°...... lp
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(b) M mijlocul AjAs = AsM = AgM =36 ..o 1p

AsM = A3Aq + Ay M = 54° +36° = 90° => A30M = 90° = OMLA30 ....... .. 1p
N, Az diametral opuse = As, O, N coliniare si A30 = NO (raze)
Rezultd ca OM este mediatoarea segmentului (A3N) .....ooovvviviiiininnenn 1p

(c) Punctele A, O si A4 sunt coliniare si punctele N, O si A3 sunt coliniare,
de unde rezulta m(A; ON) = m(A30A,) = m(AszAy) = 54°.
Din m(A;0As) = m(A; As) = 108°, deducem ca [ON este bisectoarea lui A; OAs.
POt 2p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 6 februarie 2026
Solutii

ClasaaVIl-a

1. (a) Determinati numarul termenilor de sub radical pentru care relatia de mai jos este
adevarata:

V20262 + 20262 + ... + 20262 = 2026 + 20267 + ... + 20267,
2026 termeni

(b) Demonstrati ca:

3+5+ 7+9 +11+13+15+17>24
V2 V6 V12 V20 V30 V42 V56 V72
Doina Paun
Solutie.
(a) Fie n numarul termenilor de sub radical.
AVEM V71-20262 = 20262 - 2026 ... .vvv i, 2p
Rezulta /71 - 2026 = 20262 - 2026, de unde obtinem n=2026*.................... 2p
a+b
(b) Conform inegalitdtii mediilor, 5 >va-b,¥Vab>0.
. atb . .
Rezulta - >2,VYa,b>0. Inegalitatea este stricta pentru a# b. .......... ... 2p
a .
Notdam cu S suma din membrul stang al inegalitdtii de demonstrat.
8 k+(k+1
Avem S = Z # =, 3p
k=1 Vk(k+1)

2. Fie a, b, c numere reale, nenule. Demonstrati cddaca a-b—1=b-c=a-c+1 €N, atunci
a-b-ceR\Q.

Romeo lIlie
Solutie. Fiek=a-b—1=b-c=a-c+1,unde keN ...........ccoiiiiiiiiiiniinin. 1p
a-b=k+1,a-c=k-1sib-c=k.Cum a,b,csuntnenule,avem k=2............... 1p
(A D002 = k- (k2 = 1) i, 1p
Presupunem, prinabsurd, cAa-D-CEQ.....ouiuiiiiiiiii i e 1p
Atunci, k- (k% — 1) este patrat perfect ........ ..o i 1p
(k,k*—1)=1= ksik®—1sunt patrate perfecte .................ccoeeeeeirreeeenn.n 2p
Dar k = 2 implici (k- 1)? < k? — 1 < k?, deci k? — 1 nu poate fi patrat perfect.
Contradictie. Deci @-D-CERN Q.. .nniii e e e, 2p



3. In patrulaterul convex ABCD, DAC = 60°, punctul E este mijlocul segmentului AB,
punctul O este mijlocul segmentului AC, iar punctele M si N apartin segmentului AC,

AC
astfel inc&at AM = NC = o Presupunem AEMN =ANCB si DM 1 AC.

(a) Aratati ca ABCD este dreptunghi.

(b) Fie BON EN = {P}. Calculati raportul dintre aria triungiului OPN si aria patru-
laterului ABCD.

Lucica Ghise

Solutie.

(@ Avem AM=0M=0ON=NC = %
AEMN = ANCB = EM = NC. Astfel, ME = AM = MO. Rezulta OEA = 90°
OE linie mijlocie in AABC = OE||BC. Cum OE_LAB, obtinem BCLAB ... ..2p
ME linie mijlocie in AABO = ME| OB = CME = COB.
AEMN = ANCB =— EMN = NCB. Obtinem COB = O/C\B, deci AOBC este isos-
cel. Rezulta BO= BC (1).
AABC dreptunghic, BO mediand, implica BO = OC = OA (2).
Din (1) si (2), deducem ca triunghiul OBC este echilateral.
Atunci OCB = 60°, de unde rezulta CAB =30°.
Avem DAE =60° +30° =90°, deci DALABSi DAIBC .....coviiiiiiiinn, 2p
AOBC echilateral, cu BN mediana, implica BN_LOC.
ADMA=ABNC (C.U)= DA=BC.
Rezulta ca ABCD este dreptunghi (paralelogram, cu un unghi drept). ....... .. 1p

1
(b) Din OP linie mijlocie in AEM N rezulta «/popn = Z‘dAEMN

) 1 1
ApOi ArEMN = DANCB = E&QBOC = gﬂfABCD-
o, 1
RezUltd — o0 4p
AABCD 32

4. Fie triunghiul ascutitunghic ABC si AD1BC, D € BC. In exteriorul triungiului ABC
contruim patratul BCEF. Stiind ca (AE este bisectoarea unghiului D AC, calculati:

(a) masura unghiului BAE;

(b) daca AD = DC si AD n BE = {M}, determinti natura patrulaterului ACEM.

Gazeta Matematicd, enunt modificat



Solutie.

(a)

(b)

(AE bisectoarea unghiului DAC => DAE=CAE=a° ..............c.cecvvn. .. 1p

AD|CE, AE secanta — CAE =CEA = AACE isoscel = AC=CE=BC.. .dp

INAADC, DCA=90%=2G° ..o 1p
. _— 180°—(90°-2a°) o o

AC=BC = AABCisoscel = CAB = 5 =45"+a ........... 1p

EAB=CAB—CAE =45°+a° —G° =45° .. ..ot 1p

AADC dreptunghic isoscel = DCA = CAD = 45° = ACE = 135°.

BCEF patrat = CEM = 45°. Deducem AC|IME ...t 2p

Cum AM|CE, rezultda ca ACEM este paralelogram.............................. 1p

Dar AC=CE,deci ACEM eSteTomb ..ottt 1p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 14 februarie 2025
Solutii

Clasa a VIII-a

1. Determinati perechile de numere intregi (a, b) pentru care

25a% +4b* +64 < 10(7a—2b).

Florin Carstea

Solutie.
Inecuatia se reprezintd ca (5a—7)2+ 2b+5)2 <10, @, b€Z..........ccoevirieinn.n. 3p
Rezulta (5a—7)? € {0,1,4,9}, deci 5a—7 € {0,+1,+2,+3}. Obtinem a € {1,2}........... 3p

Pentru a = 1, inecuatia devine (2b +5)? < 6. Cum 2b + 5 este impar, avem 2b +5 = +1.
Obtinem perechile de numere intregi (1, -3) si (1, —2) care satisfac inecuatia data.
Pentru a = 2, inecuatia rezultata (2b +5)2 < 1 nu are solutii intregi.................... 3p

2. Determinati numerele naturale n pentru care primele doua zecimale ale numarului

vV n? 4 2n+ 2 sunt zerouri.

Gazeta Matematica, Supliment cu Exercitii

Solutie.

Determinam numerele naturale care satisfac conditia {\/ n?+2n+ 2} <0,01........2p
Dinn+1<vn2+2n+2<n+2rezultd \/nz+2n+2] =n+1,VneN............... 2p
Conditia din enunt devine Vn2+2n+2—-(n+1)<0,0l,cuneN. .................... 2p
Inecuatia este echivalenticun+1+vVn2+2n+2>100, n€N. ... 1p

FieneN. Dacan=>49,atuncin+1+vn2+2n+2=50+v502+1>50+50=100.
Dacan<48,atuncin+1+vn?+2n+2<49+v492+1<49+50=99.
In concluzie, n poate fi orice numar natural mai mare sau egalcu49................. 2p

3. ABCDA'B'C'D’ este un cub. Punctul E este simetricul lui B fata de C, iar punctul F
este simetricul lui B’ fatd de C'. Punctul M € A'D astfel incat A’M =2MD.

(a) Aflati sin DE, BF.
(b) Demonstrati ca (AD'F) L(BB'D).
(c) Stabiliti pozitia dreptei CM fata de planul (BD'F), justificand raspunsul.

Dorina Rapcea



Solutie.

(a) Fie AB=a
Conform enuntului, BC = CE = asi B'C' = C'F = a. Atunci EF||CC'|DD’', DD' =
EF = asi DD' L DE, deci DEFD' este dreptunghi. Rezulti D'F = DE = ay/2.....1p
In ABD'F, avem BD' = av/3, D'F = a2 §i BF = aV/5.
Din reciproca teoremei lui Pitagora, rezulta BD'F =90°. Cum D'F | DE, obtinem:

e BD' 15
sin(DE,BF) =sin(D'F,BF) =sin(BFD’) = Tz = T e 2p
(b) DD'L(A'B'C"), D'Fc(A'B'C"Y= DD'LD'F .. .o 1p
D'F1DD',D'F1BD' = D'F1(BB'D),cu D'Fc(AD'F) = (AD'F)L(BB'D) . ...2p
AI
(c) Fie AMNDD' ={N}. Din DM = rezultd ca N este mijlocullui DD’ ........1p
AN|BF, AC|D'F = (ANC)||(BD'F).
Din CM < (ANC) si (ANC)||(BD'F) rezulta CM|[(BD'F)....covviiiiieiiiin, 2p

4. Fie VABCD o piramida patrulatera regulata. Demonstrati ca proiectia punctului A pe
planul (VBC) se afla pe cercul circumscris triungiului VBC daca si numai daca fetele
laterale ale piramidei sunt triunghiuri echilaterale.

Romeo Ilie

Solutie.

Fie O centrul bazei piramidei, M mijlocul lui BC si H = pry;,0. Conform reciprocei
Teoremei celor 3 perpendiculare, OH_L(VBC). Relatiile VCLOH si VCLBO implica
VCL(BHO), deci BHLVC. Dar VHLBC. Rezulta ca H este ortocentrul triunghiului

AVBC. e e 2p
Fie A" = prypc) A. Astfel, A'C = prpc)AC. Cum O este mijlocul segmentului (AC),
rezulta H = pr(ypc) O este mijlocul segmentului (A'C)...................ooo 2p
Atunci HM este linie mijlocie in AA'BC, cu HM L BC. Rezulta A'BC = 90°, deci H este
centrul cercului circumscris triunghiului dreptunghic AA'BC........................ 2p

Ca urmare, punctele V, B, C si A’ sunt conciclice daca si numai daca ortocentrul H al
triunghiului AV BC coincide cu centrul cercului sdu circumscris, afirmatie echivalenta
cu conditia ca triunghiul AVBC sa fie echilateral. Cum fetele laterale ale piramidei
sunt triunghiuri congruente, echivalenta se refera la toate fetele laterale ale piramidei.
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