OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 6 februarie 2026
Solutii

Clasa a IX-a

1. Determinati toate numerele de patru cifre abed care au proprietatea ca
(ab + cd)? = abcd.

(Convenim ca pentru ¢ = 0, cd = d.)

Romeo Ilie
Solutie.
Fie 2 = ab si y = cd, cu posibilitatile c =0, d # 0 si ¢ = d = 0.
Avem
(r +y)? =100x +y, unde z,y € N, cu x,y < 100, iar z > 10. ................ 2p
Pentru y = 0, obtinem x € {0,100}, valori care nu convin. Presupunem y € N*.
2?2+ 2z(y — 50) + > —y = 0. 2,y € N* implicd A patrat perfect. ........... ... 2p
A patrat perfect dacad gi numai daca 100(25 — y) + y este patrat perfect ....... 1p
Atunci y < 25 gi y este de forma 4k, k € N*, k<6,sauy=8k+1, ke N, k£ <3.
De asemenea, ultima cifra a lui y nu poate i 2, 3, 7sau 8. ..................... 2p
Analizand toate cazurile posibile, obtinem y € {1,25} ............... ... ... ... 1p
Pentru y = 1 obtinem x = 98. Pentru y = 25 obtinem x = 20 sau = = 30.
Deci, numerele cautate sunt: 9801, 2025 g1 3025. ..., 1p

2. Rezolvati ecuatiile:

(a) 202522 —90 - [z] + 1 = 0;
r 1013 [x] 1013
R T R

Prin [a] am notat partea intreaga a numarului real a.

Ioana Masca

Solutie.
(a) Rescriem ecuatia sub forma (45z)% — 2 - 45[z] +1 = 0.
Cum [z] <z, avem —2 < —[T] ..o 1p
0= (45x)* —2-45[x] +1> (45x)* =245z + 1= (452 —1)*>0...... ... 2p
Atunci 45z = 1. Dar x = = nu verifica ecuatia.......... ... ... . 1p



(b) Avem, pe rand,

(f—m)—lol?)([i—i):0,cuI€R\[O,1). ...................... 1p

2 2 x]

1 101
(x — [z]) (5 - xo[; =0,deunde z = [z],deciz € Z*.................. 1p
2026 . o 2026
sau r = ICR ceea ce implica [z] < T ] [ e 1p
T T

Vom avea urmatoarele cazuri:

2026
i [:U}>0:>[x]<2026<[:U]2+[]deunde[]—45§1xzﬁ 1
ii. [z] <0 = [z]*+ [z] < 2026 < [z]%. Dar sistemul de inecuatii nu are solutii
in Z\N
202
Multimea solutiile ecuatiei este Z* U {%} ............................. 1p

1 1
3. Demonstrati ca valoarea minima a expresiei max | a + 4—b,b + 4—> este egala cu
a

1 1
valoarea maxima a expresiei min (—1, —1), unde a,b > 0.
a+ 5 b—i-g
Romeo Ilie
Soluti +1+b+1 +1+b+1>1+1 2
ie. — — | = _ il _
otugle. { @+ 5 m “Ta I P
1
Deci — b — | > L 1
ecl, max (a+4b, +4a) > P
SN b L) =1, deci mi PRI I
a=b=g max | a e ) =L eci CI:%L%maX at 1) =1 P
1 1 16ab < 3
CH—ﬁ a—l—ﬁ_(4ab+1)2_ .............................................. P
1 1
Deci, min( T )<1 ............................................... 1p
a+ 3 b+4a
Egalitat bti t b L i + ! b+ — ! =1 1
alitatea se obtine pe =b=—gima —

gali tine pentru a 5 § igggmm at 1 P

4. Fie ABCD un patrulater si O intersectia diagonalelor acestuia. In exteriorul siu
se considera punctele F si F' astfel incat D si C sunt centrele de greutate ale tri-
ﬁhmrﬂor AOF si BFO. Aratati ca ABCD este paralelogram daca si numai daca

= 2A

Gazeta Matematica

Solutie.
Notam 7,7 vectorul de pozitie al punctului M din plan.
= =
s TAt+TOo+TE

Avem rp = gttt 2p



ré = RN 2p
ABCD paralelogram < Fh— A= r_c> T D 2p
o —
5 TBH+TF—TE—T4A
rg —Trapa= 3 nriieescceeesesccieiiienne 2p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 6 februarie 2026
Solutii

Clasa a X-a

1. Fie zy, 29 € C*, astfel incat |z; + 29| = |21| + |22]-

(a) Demonstrati ca exista A € C cu |A\| = 1 astfel incat z; = X - |z], i € {1,2}.
1 4

1
21 9 |Z1| + |Z2|

(b) Demonstrati ca
k%

Solutie.

(a) Aplicam inegalitatea triunghiului |21 + 23] < |21| 4 |22], cu egalitate daca z; si

Zo au acelagi argument o ... ..., 2p
Rezulta ca 23 = |z1| - (cosa + isina) §i 20 = |23](cosa + isina). Atunci
A= COSQ TSI ..ot 3p
(b)

1 n 1 4 21+ 29 4

21 z9 - |Zl| + ‘22’ AR) o |21| -+ |ZQ|

|21 + 22 > 4 o Atz > 4

21] - |22 T 21| + |22 [21] - |22 T |z] + [22

o (lzal+122) > 4]z - 2] < (2] = |2))° >0,

2. Fie a,b,c € (0,1). Demonstrati inegalitatea:

log?b logic log’a

> 1.
2 3 4

Florin Carstea

Solutie.
10g, b,10g;, €,108,a € (0,00) .o\ttt 1p
Conform inegalitatii Cauchy-Schwarz, pentru z,y, z € R si t,u,v > 0, avem

(a: Vit Vu z \/5>

2

Y
Vi VEtut+u o Vu VtFutv Vo VtFuto
4



2 y? 2P t u v
<{=+=+=)- - - :
t U v t+u+v t+ut+v t+u4wv

2 2 2 2
de unde obtinem inegalitatea T + v + z > w ..................... 2p
t U v t+u-+wv

log>b logic log’a - (log, b + log, ¢ + log, a)?

Atunci 5 + + 12 g e 1p

Conform inegalitatii mediilor, obtinem:

log, b+ log, ¢ +log, a > 3¢/log, b-logyc-log.a =3.............cccoooii. .. 3p
log,b+1 1 2

Rezulta (log, b + Og(; ¢ +log.a) > 1. Prin tranzitivitate obtinem inegalitatea

log,b | logie logia ) 1p

Egalitatea nu pot avea loc, deci inegalitatea este stricta.................... ... 1p

3. Determinati cel mai mic numar natural k£ cu proprietatea ca pentru orice functie
bijectiva f : {1,2,...,2026} — {1,2,...,2026} exista i € {1,2,...,2026} astfel incat
f(i) —i| < k.

Gazeta Matematica, enunt modificat

Solutie.
Pentru o functie arbitrara, in particular bijectiva, f : {1,2,...,2026} — {1,2,...,2026}
avem |f(1013) — 1013] < 1013. Rezulta & < 1013...... ... ..o 4p

Consideram functia bijectiva f:{1,2,...,2026} — {1,2,...,2026}, definita prin

1) = i+1013, i € {1,2,...,1013}
Y7 i—1013, i € {1014, 1015, . ..,2026}

Functia f are proprietatea |f(i)—i| = 1013, Vi € {1,2,...,2026}. Atunci £ > 1013.

................................................................................ 4p
Obtinem k = 1013 . ... 1p
4. Fien e N, n > 2.
(a) Demonstrati inegalitatea:
{/sin(z) + /cos?(x) < V2n-1, Vo € R.
(b) Folosind, eventual, punctul (a), demonstrati inegalitatea:
{sin" Y (z) + {/cosntl(x) < X2l Va € [0, g] :
Romeo Ilie



Solutie.

(a) Din convexitatea functiei f : [0,00) = R, f(z) = 2™ rezulta inegalitatea

a+b\" ar+b"
< > 0.
< 5 ) < , Va,b >0

Pentru a = {/sin*(z) si b = {/cos?(z), cu # € R, obtinem

< {/sin®(z) + {/cos%x))n < sin?(z) +cos®z 1

2 2 2

Rezulta {/sin?(z) + {/cos2(z) < V21, Vo € R, 3p

(b) Fiex € [O, g} . Avem sin(z), cos(z) > 0. Conform inegalitatii Cauchy-Schwarz

si inegalitatii (a), obtinem

<\"/ sin" ™ (z) + } cos”“(x))2 = (sinx- /sin(x) + cos(x) - § cos(:lc))2
< (sin®*(z) + cos*(z)) - (\"/ sin®(z) + X cos%x)) < Vo1,
Rezultd {/sin"*!(z) + /eosm 1 (x) < V2r=1. ... 3p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 14 februarie 2025
Solutii

Clasa a XI-a

1. Determinati numerele naturale n > 2 pentru care exista matricele inversabile
A, B € M,,(C) cu proprietatea ca AB + BA = O,,.

Gazeta Matematica, Supliment cu Exercitii

Solutie.

inmulgim relatia data cu B! la dreapta si obtinem A = —B - A - B~!. Trecand la
determinant, det(A) = (—1)" - det(B) - det(A) - det(B™'), de unde (—1)" = 1, prin
UITIATE 70 € DAL « .o v ettt e ettt e e et e e e e e e e e e e e e e e e e e 3p

Aratam ca pentru orice n € N*| exista doud matrice As,, Ba, € Ma,(C) cu pro-
prietatile din enunt.

10 . 01 0 1
Pentru n = 1, alegem Ay = (0 _1> si By = (1 0). Avem AyB,; = (_1 0),
0 -1\ .
BQAQ = <1 0 ) Sl AQBQ + B2A2 = (0 0) = 02 ............................. 3p

Pentru n > 1, consideram matricele 2n x 2n bloc-diagonale, inversabile,
Ay, = diag(As, ..., Ag) §i By, = diag(By, ..., By)
SN—— ——

n Oori n Orl
Explicit, acestea au forma:
1 0 - 0 01 0
o -1 --- 0 10 0
Agp = §iB2n: Do *.
o 0 --- 1 0 00 .--- 01
o 0 --- 0 —1 00 --- 10
Avem AQnBZn + BgnAgn = d1ag(A232 + BQAQ, ceey AQBQ + BQAQ) = O?n e e 3p

2. Fie A, B € My(R) ce satisfac relatia (AB — BA)?"?¢ = [,. Demonstrati ca

(AB — BA)? = I.

Kok
Solutie.
tr(AB — BA) = 0.t 1p
Din ecuatia caracteristica obtinem (AB — BA)? = —d- I, unde d = det(AB — BA).
................................................................................ 4p
Atunci I = (AB — BA)*% = (—d)!"3 . [,. Cum d € R, obtinem —d=1....... 3p
Rezultd (AB — BA)? = Iy oo oo, 1p



3. Se considers sirul definit prin 1 = V2 §i Zp41 = /2 + &, pentru oricare n € N*.
Araratati ca girul (z,),>1 este convergent si calculati limita sa.

koK
Solutie.
Prin inductie se demonstreaza ca 1 <z, <2,Vn e N ... ... ... . ... ... ... 3p
24z, — a2
Pentrun € N*, x,, .1 —x, = V2 + z,— 1, = — > 0, deoarece z,, € (1,2).
1 V24, + 2y (1,2)
Atunci sirul (z,,),>1 este strict crescator........ ... .o i 2p
Rezulta ca (z,),>1 este convergent cu limx, =1¢€ (1,2]...................... 1p
- n—0o0
Trecem la limita in relatia de recurenta si obtinem [ = /2 + [ Rezulta [ = 2, deci
BN, = 2 o 3p
n—o0
4. S idera sirul (a,) definit pri 1+1+++1
. Se considera sirul (a,), efinit prin a, = —+=+.. )
i = P 375 on — 1
e

(a) Calculati lim _
n—o0 /M

1 1 1
b) Aratati ca li o+t — | =In2.
(b) raatlcangrgo(n+1+n+2+ +2n> n

(c) Aratati ca sirul (a,),>1 contine un subsir (s,),>1 cu proprietatea ca

1 1 1
lim ( + +...+—) = 1In2.

n—00 \ Sp+41 Sn+2 Son

stk
Solutie.
an 1 1 1
(a) 67 = etV — iz e p, =1+ stzte o ne N*.
n n
1 1 1 1
ay, — ilnn = by, — §bn — §lnn = (bg, — In2n) — §(b" —Inn)+1n2....... 2p

Cum lim (b, —Inn) = ¢ (constanta lui Euler), avem
n—oo

1
lim (an— §1nn> :§+1n2.

etn
Rezulta li = N 1
ezu anl_)nolo\/ﬁ Vee |9

1 1 1
b b — = by — b, = (by, — 1In2n) — (b, —1 n2 .. 2

B) gttty =t ba= (b —In2n) = (b, —Inn) +1n p
Rezulta

lim (by, — b,) =c—c+1In2=1n2.

n—oo



(c) Demonstram ca, pentru orice n € N*, exista k, € N* astfel incat |ax,] = n.
1
Avem lima, = lim (an ——1In n) + = lim Inn = oo. Astfel, girul (a,),>1
n—o00 n—oo 2 n—o00 -
este strict crescator gi divergent.

Fie n € N*. Exista p € N* astfel incat a, > n. Notam £k, cel mai mic p € N*

, 1
pentru care a, > n. Atunci, ag, — ST = ap,-1 < n < ay,, de unde

2k1_1§n+1 deci [ag, ] =n..cooooiiiii 1p
Deoarece (a,),>1 este strict crescator, sirul (k,,),>1 strict crescator, deci (ag, ),
este un subsir al sirului (a,),>1. Definim s, = ay,, Vn € N*. -
Din alegerea facuta, rezulta ca

obtinem: n < ay, <n+

SHNIRE SR S NI S S I S
n+2 n+3 7 2n+1  Spp1 Spa2 S o m+1l n+1 T 2n]
. 1 1 1
pentru oricare n € N*. Conform (b) lim + 4+ — ] =2

n—o00 —|— n+ on
i1 S T I
i lim . e —
§n—>oo n+2 n+3 2n+1 n—><x> n—i—l n+2 2n
1 1
+ lim — = In2+0 = In2. Conform criteriului ”cleste”,
nsoo \2n+1 n+1
- 1 1 1
rezulta lim + + oo+ — | =In2.... 2p
n=00 \ Sp41 Sn42 S2n



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 6 februarie 2026
Solutii

Clasa a XII-a

1. Fie M o multime cu n elemente, unde n € N, n > 2.

(a)
(b)
()

Cate legi de compozitie se pot defini pe M?
Cate dintre acestea sunt comutative?

Cate au element neutru?

Gazeta Matematica, Supliment cu Exercitii

Solutie,

(a)
(b)

Numarul legilor de compozitie este egal cu numarul functiilor f : M x M — M,
adiCR M 3p

Tabla de operatie a unei legi de compozitie comutativa este simetrica fata de

. C .1 . nn+1)
diagonala principala, deci vor fin+(n—1)+...+2+1= % casute ale
tablei de operatie care pot completate arbitrar, cu oricare din cele n elemente

... v v o . . n(n+1)
ale multimii M. Rezulta ca numarul legilor comutative este n ol 3p

Daca e € M este elementul neutru al legii de compozitie f, atunci elementele
de pe linia si coloana lui e sunt fixate (e xa = axe = a, Ya € M), deci
2n — 1 casute din tabla de operatie sunt completate in mod unic, iar celelalte
n? — (2n — 1) = (n — 1)? casute pot fi completate arbitrar, cu oricare din cele
n elemente ale multimii M. Cum e poate fi oricare element al multimii M,
numarul legilor cu element neutru este egal cu n - T A 3p

61’ —x

Aratati ca functia f : R - R, f(z) = —Te este bijectiva.

Pe R se defineste legea de compozitie oy = x/y?> + 1+yva? +1,Vz,y € R.
Aratati ca (R, o) este grup abelian, izomorf cu (R, +).

Gazeta Matematica, Supliment cu Exercitii

Solutie.

(a)

Demonstrarea bijectivitatii .............. 3p



(b) Se verifica prin calcul relatia f(x 4+ y) = f(x)o f(y), Ve, y e R. .......... 3p
Cum f este bijectiva, deci inversabila, avem

zoy=f(fa)+f(y), Yo,y eR.

Cum (R, +) este grup abelian, rezulta ca (R, o) este de asemenea grup abelian,
izomorf cu (R, 4) . ..o, 3p

T
3. Se considera girul (7,,),>1 definit prin I,, = 1 sil 1= /sin2026(x)dx, pentru orice

0

n > 1.

(a) Aratati ca sirul (1,,),>1 este monoton si marginit.

(b) Calculati lim I,,.

n—oo
Romeo Ilie

Solutie.

(a) I, >0,Vn e N* (inductie) . ..., 1p

I,
Inga—1,= / (sin2026(1:) — 1) dr <0, Vn > 1. gi rezulta ca sirul (I,),>1 este

0
dESCTESCALOT ..\ttt 2p

0<1I,<I (I,)n>1 implica girul (I,,),>1 marginit......................... 2p
(b) Solutia 1.

I, I,
57 2026 5 2026
I = /sin2026(x)dx < / (i) de =1, - (£> , Vn > 1. Atunci
0 0

2 2
5 2026 57 202672 57 2026771
OSInSIn—l £ SIn—Q £ S Sll £ 9
2 2 2
pentru oricare m € N .. o, 3p
Din criteriul majorarii, rezulta lim I, =0............. ... ... .. ... ... ... 1p

n—o0

Solutia 2.

Sirul (1,,),>1 este convergent, deci exista ¢ = lim [,, > 0.
- n—oo

I,
Daca presupunem ca £ > 0, trecand la limita in relatia [,,,1 = / sin**% (z)dx,
0

obtinem ¢ = [ sin?"?®(2)dx < ¢, contradictie.

o —

Deci, £ = 0. 4p



4. Daca f : R — R este o functie continua si periodica, de perioada T > 0, aratati ca:

T
/f no/f z)dz, Vn € N.

1

li = — .
N R

0

4k

nT 1 (k+1)T
/f(x)dxzz / flo)do . oo 1p
0 F=0 g

(k+1)T T
Cu schimbarea de variabila v = x — kT, obtinem / f(z)dx = /f(u)du,
0

pentru oricare k € N* . 1p

Prin urmare, /f(a:)dx =n / fl)do. ..o 1p
0 0

Fie x > 0.

Notam n, = [%} € N. Rezulta n, T < x < n,T+T. Fier, =x—n,T € [0,7T).

j ft)dt = :]Tf(t)dt+ / f(t)dt / f(t)dt + isz ........... 2p

Deoarece f este periodica, Imf = f([O,T]). Functia f este continua pe com-
pactul [0,7]. Conform teoremei lui Weierstrass, f este marginita, deci exista
M > 0 astfel incat |f(z)] < M, Yz € [0,T]. Rezulta |f(z)] < M, Yz € R.

NeT+7s NeT+7sy

Atunci / Fndt] < / FOldt < Mry < MT.. 2p
nzT TLZT
Evident, lim n, = co. Rezulta
T—00
x T ngT+ry
[ f(t)dt n, [ f(t)dt [ f(t)at -
li = lim —% 4+ lim =L = — [ f()dt.
fim = = lim e o i = T/f<>
0

12



