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SUBIECTUL I
(X ] {1+ X} =x* -1 [ ¥ ] () = [ ¥ |+ {} 1o 2p
@([xz]—1)~({x2}—1)=o ................................................................ 3p

CUM {X*} # 1= [ X2 =1 s 1p
cu solutia X e (—ﬁ,—l]u[l,ﬁ) ..................................................... 1p
SUBIECTUL II

Din a,b,c>1 avemca a> \/g si celelalte, inegalitatea devine

a . b N C S a_ b N C 2
arobrc broora cizdaib aizhic brzora crzarh
Aratam ca a + b + ¢ ZE .

a+2b+c b+2c+a c+2a+b 4
Amplificam fiecare fractie cu numaratorul, aplicam Lema Titu si avem:

a’ N L C s (a+b+c)’

a’+2ba+ca b®+2ch+ab c®+2ac+bc a’+2ba+ca+b’+2ch+ab+c®+2ac+bc

_ _ (a+b+c)’ 3 . s

Prin calcul direct — 5 > > — este echivalenta cu
a“+2ba+ca+b”+2ch+ab+c”+2ac+bc 4

A2 D2 FC2 2 ADFACHDC ottt 3p

SUBIECTUL III

Presupunem cd este progresie geometrica

:>(a+b)2=c(20+a—cb):>a2+ab+b2:2c2 ................................................. 2p

. m n k . . ) ) )

a,b,ceQ ma=—b=—c=—,cumnkeZ ,seN =>m +m-n+n°=2K" ...cccoerrirrrrcrrrr 1p

S S s

m=2"-m, aeN, me2Z+1
=< n=2"n,BeN,n e2Z+1 ;=2*-m?+2“P.m, .n +2%.n2 =2%".K?
k=2"-k,veN, k; €2Z+1

Putemalege a < =2%/22" = a<y =>m?+2"%.m -n +2°F* .n2 =227 |2 fals
(IMPArZPAIT) oo 4p



SUBIECTUL IV

| H

a) ABIM = ACBA(LUL) = BM = AG si MBA=GAB = BM |AG deci BMAG paralelogram.

b) Fie T centrul de greutate al AABC
TD+TG+TH =TB+BD+TA+AG+TC+CH =BD+AG+CH =BD+MB+CH =MD +CH =0
Deci T centrul de greutate al ADEF ...........cc.c....... 3p

¢) 0=TD+TG+TH =TC+CD+TB+BG+TA+AH =CD +BG + AH deci se poate forma
triunghi cu lungimile celor trei segmente................. 2p
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SUBIECTUL I

9" +40" = 24" + 25" > 40" 24" —(25" - 9" ) =0 < (5" ~3") (8" -5" =3 ) =0ccccoo. 4p

DN 5" =3 5 X =0 ittt 1p
Din5°+3 =8"< (%jx + (gjx =1 si folosind faptul ca membrul stdng reprezinta o functie strict
descrescatoare, deci injectiva, avem ca X =1 este solutie UNiCa.........cevvrverreerenenninnnnens 2p
SUBIECTUL II

(X+2)(x+2) +NTx+2-/Bx+4 +/11x+6 112 +12 = /(19 +9) (21x +18) <

XL X2 407X+ 2 8X+4 + V11X + 6 /12X +12 = /19X + 9 -+/21x +18

Este adevaratd din conditiile de existental ............ccoooeeiiiiiiiiii 1p
Aplicam CBS:

2
(\/x+1-\/x+2+\/7x+2-\/8x+4+\/11x+6-\/12x+12) < 3p
S(X+1+7x+2+11x+6)(X+2+8x+4+12x+12) =(19x +9)(21x +18)

. .. ) Xx+1 7x+2 11x+6
Deci trebuie sd avem egalitate = = T 1p
X+2 8x+4 12x+12
De aici X € {0, 4} care Verifical ... 2p
SUBIECTUL III
S EVIAeNT. ..o 2p
= Solutia 1

Presupunem prin reducere la absurd z, #0siz, = 0. Fie A(z,),B(z,)=0(0). Bisectoarea unghiului
opus la varf lui «<AOB intersecteaza C(0O,1) in punctul M(z). Atunci
m(«<MOA)>90°, m(«MOB)>90°= MA>MO, MB>MO=|z-z|>1, |z-2,|>1, fals

=2z, =0sauz,=0.

Dacd z,=0=|z-2,|<0, (V)zeC, |z/=1. Daca presupunem ci z, #0=>A(z,)=0(0)=
semidreapta opusa lui (OA intersecteaza C(0,1) in M(z)= O e(AM)=MA>MO =|z-z>1, fals,
deci z,=0.cccorrrennne, 5p

Solutia 2

(z-2,)(z-2,)=2"-az+b, cuz,+z,=a, 2z, =b. Daca

‘22 —az+ b‘ <1
7| =1=|-7|=1= (V)zeC(0,1)=

‘22+az+b‘£1



‘22—a2+b‘+‘22+az+b‘§2,dar ‘2 22+b)‘s‘zz—az+b‘+‘zz+az+b‘:>‘22+b‘£1, (V)zeC(0,1).
Dar {ZeC||Z|= } {Z || | } (daca z| 1, ecuatia u® =z are ca solutii radacini patrate ale lui z

deci |u|=1) iar deaici =|z+b|<1, (V)zeC(0,1)=>2Re(b-z)+[b]" <0, ¥zeC(O,1). Presupunem

prin absurd ca b= 0 si pentru z = %: 2Re[5-%}+|b|2 <0, fals=b=0

:>‘z2 —az‘gl, (V)zeC(0,1)=>|z-a|<1, (V)zeC(Ol)=>a=0=12+2,=0=27,=7,=2,=0... 5p
SUBIECTUL IV

Presupunem ca exista functiile g si h

Cum f este bijectivi, este si inversabila deci putem inlocui pe ncu f*(n) si avem
n=g(f*(n)h(f*(n)), VneM

Notim G, H:M > M,G=gof™, H=ho f ' = G(n)H(n)=n, Yne M

Cum g injectiva avem ca G este injectiva si cum h este surjectiva, avem ca H este surjectiva ..... 3p
Ordonam elementele multimii M: n, <n, <...

Din G(n)H(n)=n, G(n), HN)2n 21=G(N)=H(N) =1 oo, 1p
Din G(n,)H(n,)=n, si G(n,) >n, (G fiind injectiva) = H(n,) <1=H(n,)=1=G(n,)=n,

Se arata prin inductie matematica faptul ca H(n) =1= G(n)=n, Yne M, contradictie cu faptul ca
H @S0 SUIJECTIVA! ..ottt ettt ettt et et e et e e bt e sabe e seesnseenseeenbeenseasseeeseesrneenes 3p
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SUBIECTUL I
Searaticd AB—BA=a -1,  €R .o 3p

Tr(AB—BA)=Tr(AB)-Tr(BA) =0 si Tr(al,) =3¢ = 0=3a = a =0=> AB=BA......... 4p

SUBIECTUL II

Presupunem ci p # (. Inmultim stinga/dreapta cu ATn p-AB+q-BA=1 = pABA+(QBA’ = A si
PATB 4 GABA = A ...ttt 2p

Dar A’ =r-B° = pABA+qrB* = A, prB®+gABA=A= (p-q)ABA=(p-q)rB°........... 2p

DiN PG> ABASTB? oottt 1p

Din pABA+(QBA? = A deducem prB®+qrB® = A adici A si B comuti, contradictie! ....... 2p

SUBIECTUL III
Fie sirul (a, ) , definitprin a, = Qm-(%—arctg\”/ZOZOj, vneN, n>2. Calculati lima,.

n—oo

_ arctgy/2020 x
lima_ = lim—2 -tg(z—arctg\”/ZOZOJQ/mz ........................................ 2p

o o tg [Z —arctgy/ 2020)

1
1-Y2020 o 120207 -1 Ut

- I O 2

) 1+4/2020 2 o 1 n P

n

_ I

L 1p
2 n—>o \ " 2e
(n+1)!
n+l

Am folosit criteriul radacinii pentru p/— . (n+1) ! — L 2p

nn nl 1 n
n 1+=
n ( nj

SUBIECTUL IV
Solutie: Exista doua cazuri:
Caz | (3)n, e N'astfel incét a, >£,Vn > Mg 3p
n
Caz Il (V)keN",(3)n=>k astfel incét a, <L 4p
n

1 1 .
Cazl a, >H,Vn >n, = max{an,ﬁ} =a,,vn>n,=a,, <a,vnxn,sia >0=(a,) , convergent

= (a, ),., convergent .

Caz II Demonstram ca a, — 0.



Fie ¢ > 0= (3)k e N astfel incét %< e.Pentru ke N',(3)n, >k astfel incét a, si§%< €.
0 no
Demonstram prin inductie a, si,(v)n >n,. Etapal) P(n,):a, si, adevdrat.
N, ° N,

Etapa ll) a,,, smax{an,l}:an gi, darisi: max{an,l}gi:an+1 gi. Atunci a, si<s.
n n, n n, nj n, N, N,
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SUBIECTUL I
1 4ahb
Fie G, = 0 1 ¢|lahb,ce Z, ¢+ unde p>3 este un numar natural impar.
0 01
Q) CAICUI ITBCL. ....tieee et sb e e 1p
(o) € (1o TSRO RRTRP 2p
Exemplu de doud matrice care N COMULA ..........ccuveiviiiiiieiiiie e 1p
146 " |1 na nb+n(n_1)ac
C) Prin inductie matematicd, se demonstreaza ca 01 ¢l=|0 1 nc *)
001 |0 0 1
De aici, p fiind impar, avem ca A” =1, VAe P 1p
Daca p este prim, folosind relatia (*) avem ca ord (A) =P, VA= 1p

Daci ord (A)=p, VA# |, presupunand ca p este compus, rezultd p=ms; m,s>2. Alegem

B=A"#1=B’ =1 si s< p deci contradictie! .........ccccscvrrrrrrrrirrrrerrrrieresererierennn, 1p

SUBIECTUL II
a) Fie functia f:C >R xR}, f(z)= (eRe(Z),e'm(z)) , aratam ca f este izomorfism de

grupuri.....cccceeeenenn. 3p
b) Prin reducere la absurd presupunem cé existd f:C" — R xR" astfel incat f bijectiva si

f(z,-2,)=1(z2,)-f(2,), 2,2, eC

finjectivi= (3)z,,2,,2,,z, distincte, astfel incat
f(z)=(11), F(z.)=(-1-1), f(z5)=(L-1), f(z,)=(-12)

Avem f(zi):f(zk)2 =(11), k= 14 si f(1)=(L1) si din injectivitate rezulta z; =1=z, e{-11} fals,

FIING AISHINCLE. ..o 4p
SUBIECTUL III
a a Ja Ja
1 1 1 1
———dx=2| ————dx=2| ——dt=2 | R 2
!x%& '1[2\/;(x x+1) Jl.t3+1 Jl.(t+l)(t2—t+1) P

Folosind descompunerea in fractii simple avem ca

1 gyl ar2a+l 2( @—”] .................................................... 3p

X 4dx 3 " 4(a—~/a+1) +ﬁ

P C— )



iar limita este 27T\/§—Eln2 ..................................................................................................... 2p
9 3
SUBIECTUL IV
a) 1,=0,1,=0, |3=% .................................................................................................... 2p

2z 2z
b) 1, :%chos(liZi---in)xdx si cum Icoskxdx:O, vkeZ avemca |, #0 dacdsi
0 0

numai daca exista o alegere a semnelor astfel incat 1+2+---+n=0.

Daca n=4k folosim p—(p+1)—-(p+2)+(p+3)=0=1,#0

Daca n=4k +3 avem 1-2+3=0 iar restul de 4k camaisus = |, #0

Daca n=4k +1 avem 1+2+...+(4k +1) numar impar (avem 2k numere pare si 2K +1

impare), deci diferit de zero = |, #0

Dacd n=4k +2 avem suma tot impard = || # 0 ..o, 3p
c) Din punctul (b) avem ca a,, =2n, a,,,, =2n, a,,,, =2N, 8,,,; =2n+1

Rezulta lim & % ............................................................................................................... 2p

n—oo n



